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РЕФЕРАТ 
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СТІЙКІСТЬ, АТРАКТОР, ІМПУЛЬСНА ДИНАМІЧНА СИСТЕМА, 

ЕВОЛЮЦІЙНЕ РІВНЯННЯ, НАБЛИЖЕНЕ КЕРУВАННЯ. 
 

           Об’єкт дослідження: атрактори та наближені керування в системах зі 
збуреннями. 
           
           Мета роботи: дослідження стійкості та робастності глобальних атракторів 
та побудова наближених керувань нескінченновимірних еволюційних систем 
щодо імпульсних та зовнішніх збурень. 
 
           Методи дослідження: результати теорії нелінійних крайових задач, теорії 
глобальних атракторів нескінченновимірних динамічних систем, теорії стійкості 
динамічних систем, якісної теорії імпульсних та стохастичних систем, методи 
нелінійного та многозначного аналізу, теорії усереднення, теорії стійкості від 
входу до стану. 

 
           Вивчено питання стійкості та робастності притягуючих множин та 
атракторів, а також питання побудови ефективних наближених керувань, в 
нелінійних нескінченновимірних системах, що функціонують під дією збурень. 
Для імпульсно-збурених систем була розвинена якісна теорія рівномірних 
притягуючих множин. При найбільш загальних умовах на вхідні дані  
встановлені ефективні достатні умови існування, стійкості та робастності 
рівномірних атракторів для асимптотично компактних імпульсних процесів, 
породжених нелінійними хвильовими рівняннями з імпульсним збуренням, та 
результати про існування та стійкість рівномірних атракторів для многозначних 
компактних імпульсних процесів, породжених імпульсно-збуреними 
еволюційними системами типу реакція-дифузія. Для еволюційних керованих 
систем зі збуреннями в коефіцієнтах обгрунтовано методи побудови наближених 
оптимальних керувань та наближеного синтезу. Для нелінійних 
нескінченновимірних систем були встановлені результати щодо стійкості по 
відношенню до зовнішніх збурень. Були доведені теореми про локальну стійкість 
від входу до стану (LISS)  та про асимптотичне підсилення (AG) для компактних 
та асимптотично компактних збурених нескінченновимірних систем. Одержані 
теореми були застосовані до  збурених нелінійних хвильових рівнянь, 
параболічних систем типу реакція-дифузія та зв’язаних систем типу PDE-ODE. 

 
Результати НДР впроваджено: у навчальний процес механіко-

математичного факультету Київського національного університету імені Тараса 
Шевченка. 
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ВСТУП

В роботi вивчались питання стiйкостi та робастностi глобальних атракто-

рiв, а також питання побудови ефективних наближених керувань, в нелiнiйних

нескiнченновимiрних системах, що функцiонують пiд дiєю збурень. Дослiджен-

ня проводились в наступних трьох напрямах: були одержанi результати щодо на-

ближених оптимальних керувань в системах зi збуреннями в коефiцiєнтах; були

одержанi результати щодо iснування та властивостей притягуючих множин та

атракторiв асимптотично-компактних iмпульсних процесiв в нескiнченновимiр-

них фазових просторах, та одержанi застосування до iмпульсно-збурених слабо-

нелiнiйних хвильових рiвнянь та систем без єдиностi; були одержанi результати

щодо робастної стiйкостi збурених нескiнченновимiрних систем, вiдносно гло-

бальних атракторiв вiдповiдних незбурених систем, та одержанi застосування

до встановлення робастної стiйкостi дисипативних параболiчних та хвильових

рiвнянь зi збуреннями, а також змiшаних систем.

Перший роздiл роботи присвячено результатам щодо наближених опти-

мальних керувань в задачах зi збуреннями. Для еволюцiйних керованих систем

зi збуреннями в коефiцiєнтах обгрунтовано методи побудови наближених опти-

мальних керувань. Розглянутi задачi керування для еволюцiйних включень з

лiпшицевими та напiнеперервними правими частинами, а також задачi набли-

женого керування та синтезу для нелiнiйних параболiчних рiвнянь з коерци-

тивними цiльовими функцiоналами. Шляхом переходу до усереднених параме-

трiв одержанi теореми про збiжнiсть наближених керувань до оптимальних.

Ключовим моментом на цьому шляху було узагальнення класичного методу

усереднення на диференцiальнi системи без єдиностi та диференцiальнi вклю-
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чення. Розвиток теорiї диференцiальних включень, як природного узагальне-

ння диференцiального рiвняння, значною мiрою викликаний багаточисельним

застосуванням. Велика кiлькiсть задач iз механiки, електротехнiки, теорiї ав-

томатичного керування описуються такими об’єктами. Зараз широко розвиненi

напрямки дослiджень диференцiальних включень. Їх розгляд з самого початку

вимагає узагальнення поняття розв’язку. На початку 60-х рокiв минулого сто-

лiття з’явився цикл робiт Т.Важевського [155, 156] i А.Ф. Фiллiпова [16], в яких

розглядаються рiзнi означення розв’язкiв диференцiальних включень, вказую-

ться умови їх застосування, отримано принциповi результати про їх iснування i

властивостi. Одним iз найбiльш важливих результатiв цих робiт було встанов-

лення зв’язку диференцiальних включень iз задачами оптимального керування.

Природно, тут виникають всi проблеми, властивi звичайним диференцiальним

рiвнянням - це теореми iснування розв’язку, продовжуваностi розв’язку, обме-

женостi, неперервної залежностi вiд початкових умов i параметрiв i iн. Бага-

тозначнiсть, в свою чергу, породжує ряд специфiчних проблем, таких як за-

мкненiсть, опуклiсть сiм’ї розв’язкiв, iснування граничних розв’язкiв, видiлення

розв’язкiв iз заданими властивостями i багато iнших. Проте добре розвинений

апарат математичного аналiзу стосовно багатозначних функцiй дає можливiсть

вирiшувати цi проблеми. До дослiдження задач керування диференцiальними

рiвняннями та включеннями iснує багато пiдходiв, зокрема, широко застосовую-

ться асимптотичнi методи. Серед них варто видiлити метод усереднення, строге

математичне обгрунтування якого було запропоновано М.М. Криловим та М.М.

Боголюбовим. В роботах Плотнiкова та його школи (див., наприклад, [11]) да-

не строге обгрунтування методу усереднення до задач керування. У монографiї

[12] висвiтлюється обгрунтування методу усереднення, зокрема, для звичайних

диференцiальних включень, включень з частинними похiдними, включень з по-

хiдною Хукухари. У роботi [9] спочатку проводилось усереднення за часом, що
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явно входить у систему, при цьому функцiя керування вважалась параметром

i по нiй усереднення не проводилось. При цьому авторам довелось накладати

умову асимптотичної сталостi на функцiю керування. У роботi [107] застосова-

но пiдхiд iз [9] до розв’язання задачi оптимального керування на скiнченному

часовому iнтервалi, однак при цьому знято досить жорстку умову асимптоти-

чної сталостi. У роботi [5] отримано аналогiчнi результати до [107] на пiвосi.

У роботi [6] застосовано метод усереднення до розв’язання задачi оптимального

керування зi швидкоколивними змiнними, лiнiйної за керуванням, на скiнченно-

му iнтервалi. Об’єктом керування при цьому виступає система диференцiальних

включень з Лiпшицевою за фазовою змiнною правою частиною. Також задачi

оптимального керування на пiвосi в рiзних задачах зi збуреннями вивчалися в

[80]-[157]. В роботi [7] застосовується метод усереднення до дослiдження задачi

оптимального керування зi швидкоколивними змiнними системою диференцi-

альних включень на пiвосi. Зокрема, за допомогою прямого методу варiацiного

числення доведена розв’язнiсть вихiдної та усередненої задач. Обгрунтована

збiжнiсть оптимальних керувань i оптимальних траєкторiй розв’язкiв точної

задачi до оптимального керування i траєкторiї усередненої задачi . При цьому

показано, що оптимальне керування усередненої задачi є “майже оптимальним”

для точної задачi, тобто з точнiстю до малого параметру ε реалiзується мiнiмум

критерiю якостi.

В пiдроздiлах 1.1 та 1.2 метод усереднення застосовується для обгрун-

тування наближеного оптимального керування для еволюцiйних керованих рiв-

нянь з многозначною лiпшицевою правою частиною на скiнченому часовиму

промiжку та на пiвосi за умови iснування середнього значення в метрицi Хаус-

дорфа. В пiдроздiлi 1.3 цей метод суттєво модифiковано i застосовано до еволю-

цiйного включення з напiнеперервною правою частиною, для якої не iснує кла-

сичного середнього значення. В пiдроздiлi 1.4 шляхом переходу до усереднених
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параметрiв розв’язана задача наближеного керування для нелiнiйного рiвняння

типу реакцiя-дифузiя з коерцитивними цiльовим функцiоналом. В пiдроздiлi 1.5

обгрунтовано наближений синтез, тобто керування в формi оберненого зв’язку

для нелiнiйно-збуреного еволюцiйного рiвняння параболiчного типу.

В другому роздiлi роботи мiстяться результати щодо якiсної поведiнки

нескiнченновимiрних систем, що функцiонують пiд дiєю iмпульсних та випадко-

вих збурень. Основну увагу зосереджено на властивостях рiвномiрних атракто-

рiв збурених систем. Теорiя атракторiв дисипативних систем забезпечує iнфор-

мацiю про довгострокову поведiнку систем, що є досить цiнним при моделю-

ваннi практичних систем i теорiї керування. Ця iнформацiє є цiкавою з точки

зору застосування, але її отримання призводить до складних з математичної

точки зору проблем, особливо у випадку нелiнiйних нескiнченновимiрних си-

стем. Вiдомо, що у випадку скiнченновимiрного фазового простору дисипатив-

на неперервна динамiчна система має глобальний атрактор, тобто iнварiантну

глобально рiвномiрно притягуючу компактну мнажину. Для доведення iснуван-

ня такої множини для нескiнченновимiрної неперервної динамiчної системи ми

маємо зробити додатковi припущення – асимптотичну компактнiсть, що може

бути перевiрена рiзними способами для достатньо загальних класiв еволюцiй-

них процесiв [149],[38],[131]. Бiльше того, використовуючи пiдхiд багатозначного

аналiзу [21], теорiя глобальних атракторiв може бути застосована до систем з

неєдинiстю розв’язкiв задачi Кошi [24]-[85].

Проте в деяких практичних ситуацiях динамiка не завжди є неперевною

в силу таких ефектiв, як пружнi зiткнення, передача сигналiв, спричиненi по-

дiями, що спричиняють iмпульснi ефекти [77]. В математичному моделюваннi

вiдповiдних реальних застосувань в механiцi, iнженерiї, бiологiї, i т.п., можна

зiштовхнутись з гибридними системами [68], в яких дискретна i неперервна ди-

намiки поєднуються в одну модель. Важливим пiдкласом таких систем є iм-
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пульснi динамiчнi системи. Їхня неперервна динамiка описується за допомогою

неперервної напiвгрупи, доки розв’язок не досягає заданої множини в просторi

станiв. Досягнувши цiєї множини стан миттєво змiнюється в силу iмпульсної

дiї. Тодi динамiка знову керується неперервною напiвгрупою. Такi системи си-

стематично почали вивчатись в [137], [113], [18]. З недавнiх пiр такий пiдхiд

використовується при математичному моделюваннi проблем бiологiї i медицини

[77]. Якiсний аналiз таких систем в скiнченновимiрному випадку проведений в

[42]-[46].

Основна проблема, з якою ми зiштовхуємось при спробi поширити тео-

рiю глобальних атаракторiв на iмпульснi динамiчнi системи, є вiдсутнiсть непе-

рервної залежностi вiд початкових даних. Для подолання таких труднощiв було

запропоновано два пiдходи. Один iз пiдходiв був запропонований i розвинутий у

[28]-[31]. Ключовою iдеєю згаданих робiт є збереження властивостi iнварiантно-

стi в означеннi атрактора. Цей пiдхiд дозволяє побудувати теорiю атракторiв

для iмпульсних динамiчних систем подiбну до класичної, але вiн вимагає дода-

ткової iнформацiї про iмпульснi траєкторiї в околi iмпульсної множини, що ви-

магає суттєвих обмежень на їх поведiнку. Iнший пiдхiд був розвинений в [86]-[48]

i використовує поняття рiвномiрного атрактору. Перевагою цього пiдходу є те,

що ми працюємо з компактною рiвномiрно притягуючою множиною без будь-

яких обмежливих припущень на iмпульсний напiвпотiк. Але в усiц названих

роботах iснування рiвномiрного атрактору доводиться за допомогою перевiрки

асимптотичної компактностi для iмпульсного напiвпотоку. Така перевiрка є до-

сить складною вже у випадку вiдносно простих задач, тому що час iмпульсної дiї

є зазвичай наперед невiдомим. В пiдроздiлi 2.1 розвивається iнший пiдхiд, який

забезпечує новi ефективнi достатнi умови для властивостi асимптотичної ком-

пактностi iмпульсного напiвпотоку, яка може бути перевiрена, виходячи лише

з властивостей неперервної напiвгрупи i властивостей iмпульсного вiдображен-
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ня. Це дозволило розглянути бiльш загальнi класи систем з iмпульсною дiєю.

Зокрема, в пiдроздiлi 2.2 встановлюється iснування та властивостi рiвномiрного

атрактору для iмпульсно-збуреної системи рiвнянь типу реакцiї-дифузiї, в пiд-

роздiлi 2.3 доведено iснування рiвномiрного атрактору для iмпульсно-збуреного

хвильового рiвняння. В пiдроздiлах 2.4, 2.5 розглянуто систему типу реакцiя-

дифузiя з нелокальним диференцiальним оператором та стохастичними збуре-

ннями. Основна увага придiлена iснуванню iснування сильних розв’язкiв та їх

асимптотичнiй поведiнцi, зокрема iснуванню iнварiантних мiр та збiжностi до

стацiонарних станiв у випадку малих збурень.

В третьому роздiлi дослiджено властивiсть робастної стiйкостi глобаль-

них атракторiв вiдносно збурень. Як вiдомо, асимптотична стiйкiсть положення

рвноваги – це фундаментальна властивiсть еволюцiйних процесiв, яка грає ва-

жливу роль для багатьох застосувань. Крiм того, їх робастнiсть має вирiшальне

значення для правильної роботи багатьох iнженерних систем. Вiдомо, що гло-

бально асимпотитичне стiйке положення рiвноваги лiнiйної скiнченновимiрної

системи є робастною в сенсi, що ля довiльного обмеженого зовнiшнього збурен-

ня, що входить до системи, вiдповiдний розв’язок залишається обмеженим для

всього часу i що вiн прямує до деякого околу навколо рiвноваги, коли час прямує

до нескiнченностi. Розмiр цього околу (кулi) залежить лише вiд норми збурення.

Для нелiнiйних систем це в загальному випадку невiрно i призводить до поня-

ття стiйкостi вiд входу до стану (input-to-state stability, ISS), введеного в [143]

для скiнченновимiрних систем i є зараз загальноприйнятим апаратом при дослi-

дженнi робастної стiйкостi практичних систем, що виникають в застосуваннях,

зокрема, в теорiї керування. Це поняття також пiдходить для вивчення роба-

стностi положень рiвноваги у випадку нескiнченновимiрних систем [51]. Протя-

гом останнього десятилiття багато авторiв працювали у напряму узагальнення

теорiї ISS для такого класу систем. Багато з цих узагальнень були розвиненi
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для систем, що заданi в термiнах диференцiальних рiвнянь в частинних похi-

дних [53], [?], [119], [118], [140], [141], [74], [98], [99], [100]. Проте, ISS-пiдхiд для

нескiнченновимiрних систем не так добре розвинений як для скiнченновимiр-

ного випадку. Незважаючи на багато нещодавнiх результатiв, велика кiлькiсть

важливих питань залишаються вiдкритими (див. оглядову роботу [116]). Вар-

то зауважити, що майже всi ISS-подiбнi результати для рiвнянь в частинних

похiдних були розвиненi у випадку наявностi єдиної глобально асимптотично

стiйкої точки рiвноваги незбуреної системи. Проте вiдомо, що для багатьох ди-

сипативних нелiнiйних нескiнченновимiрних систем характерна наявнiсть не-

тривiальної граничної динамiки, що характеризується глобальним атрактором.

В даному роздiлi ми вивчаємо питання робастностi таких притягуючих множин

вiдносно зовнiшнiх збурень. Нас цiкавить наступне питання: якщо ми маємо си-

стему, що має глобальний атрактор, то що ми можемо сказати про притягуючу

множину для розв’язкiв збуреної системи, тобто якщо до системи входить деяке

збурення u? Наскiльки вiдомо авторам проекту, такi задачi ранiше не розгляда-

лись. В пiдроздiлi 3.1 описано та обгрунтовано загальний пiдхiд до дослiдження

таких задач. В пiдроздiлi 3.2 цей пiдхiд застосовано до дослiдження робастної

стiйкостi атрактора нелiнiйного хвильового рiвняння, в пiдроздiлi 3.3 доведено

стiйкiсть атрактору по вiдношенню до зовнiшнiх збурень для системи реакцiя-

дифузiя з многозначним розв’язуючим оператором. В пiдроздiлах 3.4 i 3.5 ми

встановлюємо властивiсть ISS для атрактору змiшаної системи, що складається

з параболiчної системи типу реакцiї-дифузiї та системи звичайних диференцi-

альних рiвнянь, що зазнають адитивних обмежених збурень, та збурень через

границю областi.



РОЗДIЛ 1 НАБЛИЖЕНI КЕРУВАННЯ В ЗАДАЧАХ ЗI ЗБУРЕННЯМИ

1.1 Наближене керування для еволюцiйного включення на скiнченому промiж-

ку.

Розглядається задача оптимального керування зi швидкоколивними змiн-

ними, лiнiйна за керуванням

ẋ ∈ f
(
t

ε
, x

)
+ f1(x)u(t), x(0, u(0)) = x0 (1.1)

iз критерiєм якостi

Jε[u] =

T∫
0

[A(t, xε(t)) +B(t, u(t))] dt+ Φ(xε(T ))→ inf (1.2)

Також для задачi (1.1) розглянемо квадратичний за керуванням критерiй

Jε[u] =

T∫
0

[A(t, xε(t)) + u2(t)] dt+ Φ(xε(T ))→ inf (1.3)

Тут ε > 0 - малий параметр, T > 0 - задана стала, x - фазовий вектор в Rd,

u(t) − m-вимiрний вектор керування, який належить деякiй функцiональнiй

множинi.

За умови iснування рiвномiрного за x ∈ Rd середнього

lim
s→∞

1

s

s∫
0

f(t, x) dt = f0(x), (1.4)

де f0(x) - однозначне вiдображення, задачi оптимального керування (1.1), (1.2)

((1.3))зi швидкоколивними коефiцiєнтами ставиться у вiдповiднiсть на [0, T ]

бiльш проста задача оптимального керування

ẏ = f0(y) + f1(u)u(t), y(0, u(0)) = x0 (1.5)
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iз критерiями якостi

J0[u] =

T∫
0

[A(t, y(t)) +B(t, u(t))] dt+ Ψ(y(T ))→ inf (1.6)

i

J0[u] =

T∫
0

[A(t, y(t)) + u2(t)] dt+ Ψ(y(T ))→ inf (1.7)

Введемо деякi допомiжнi поняття та твердження.

Нехай A i B - непорожнi, замкненi множини в метричному просторi Rn.

Розглянемо наступнi величини, що характеризують близькiсть A i B:

β(A,B) = sup
a∈A

ρ(a,B), β(B,A) = sup
b∈B

ρ(b, A)

α(A,B) = max{β(A,B), β(B,A)} = max{sup
a∈A

ρ(a,B), sup
b∈B

ρ(b, A)} =

= max{sup
a∈A

inf
b∈B

ρ(a, b), sup
b∈B

inf
a∈A

ρ(b, a)}

Зокрема, маємо, що α(A,B) = α(B,A).

Означення 1.1. [17] Величину α(A,B) називають вiдхиленням множин

A i B за Хаусдорфом або хаусдорфовою вiдстанню мiж A i B.

Кожнiй точцi p iз множиниD ∈ Rd поставимо у вiдповiднiсть непорожню

замкнену множину F (p) ⊂ Rn. Тодi F (p) - багатозначна функцiя. Її графiк –

множина таких точок (p, q) ∈ Rm × Rn, що p ∈ D, q ∈ F (p).

Надалi використовуватимемо наступнi позначення:

F (M) =
⋃
p∈M

F (p), |F (M)| = sup
y∈F (M)

|y|.

Означення 1.2. [17] Багатозначна функцiя F називається обмеженою на

множинi M , якщо |F (M)| < ∞, тобто якщо всi значення функцiї F в точках

множини M мiстяться у деякiй кулi.
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Означення 1.3. [17] Багатозначна функцiя F (p) називається:

• α - неперервною (або неперервною) в точцi p, якщо

α(F (p′), F (p))→ 0, p′ → p;

• β - неперервною (або напiвнеперервною зверху вiдносно включення) в то-

чцi p, якщо

β(F (p′), F (p))→ 0, p′ → p.

Функцiя F (p) називається α - або β - неперервною на множинi D, якщо вона α

- або β - неперервна в кожнiй точцi цiєї множини.

Зауваження 1.1. [17] Оскiльки β(A,B) ≤ α(A,B),то iз α - непервностi

функцiї випливає її β - неперервнiсть.

Необхiднi поняття теорiї диференцiальних включень. Розглянемо ди-

ференцiальне включення

ẋ ∈ F (t, x) (1.8)

Означення 1.4. [17] Розв’язком диференцiального включення (1.8) нази-

вається абсолютно неперервна функцiя x(t), визначена на iнтервалi або вiдрiзку

i майже скрiзь задовольняє включення (1.8).

Означення 1.5. [17] Будемо казати, що багатозначна функцiя F (t, x) в

областi G задовольняє основнi умови, якщо при всiх (t, x) ∈ G множина F (t, x)

- непорожня, обмежена, замкнена, опукла i F - β - непервна по t, x.

Теорема 1.1. [17] Нехай F (t, x) задовольняє основнi умови в областi G.

Тодi для довiльної точки (t0, x0) ∈ G iснує розв’язок задачi

ẋ ∈ F (t, x), x(t0) = x0. (1.9)
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Якщо область G мiстить цилiндр z(t)(t0 ≤ t ≤ t0+a, |x−x0| ≤ b), то розв’язок

iснує принаймнi на вiдрiзку

t0 ≤ t ≤ t0 + d, d = min{a, b
m
},m = sup

z
|F (t, x)|.

Означення 1.6. [1] Нехай задана послiдовнiсть множин Fi ∈ compRn -

сукупнiсть непорожнiх компактних пiдмножин в Rn.

• Верхньою топологiчною границею послiдовностi {Fi} називається суку-

пнiсть всiх часткових границь таких послiдовностей {fi}, що fi ∈ Fi для

всiх i. Позначається lim
i→∞

Fi.

• Нижньою топологiчною границею послiдовностi {Fi} називається суку-

пнiсть всiх границь збiжних послiдовностей {fi}, що fi ∈ Fi для всiх i.

Позначається lim
i→∞

Fi.

• Якщо обидвi границi iснують i

lim
i→∞

Fi = lim
i→∞

Fi = F,

то множина F називається границею послiдовностi {Fi}. В цьому випадку

lim
i→∞

α(Fi, F ) = 0.

Означення 1.7. [1, 23] Нехай F : R1 → comp (Rn) – деяке багатозначне

вiдображення. Iнтегралом вiд вiдображення F (t) на вiдрiзку часу [t0, t1] нази-

вається множина

G =

t1∫
t0

F (t) dt =


t1∫
t0

f(t) dt : f(t) ∈ F (t)

 (1.10)

Теорема 1.2. (Теорема Красносельського-Крейна для диференцiальних вклю-

чень)[13, 10, 14] Нехай для диференцiального включення

ẋ ∈ F (t, x, λ), (1.11)
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де багатозначне вiдображення F (t, x, λ), що приймає значення в conv(Rn) (пiд-

простiр iз comp (Rn), що складаєтьься iз опуклих множин), визначене при

0 ≤ t ≤ T, x ∈ D,D - обмежена область в Rn, λ ∈ Λ - деяка множина значень

параметра λ, що має λ0 ∈ Λ граничною точкою, виконуються наступнi умовi:

а) багатозначне вiдображення F (t, x, λ) рiвномiрно обмежене, неперервне

по t, рiвномiрно неперервне по x рiвномiрно вiдносно t i λ: ∀ε > 0 ∃δ =

δ(ε) > 0 : ∀t ∈ [0, T ], x ∈ D, x′ ∈ D i λ ∈ Λ виконується

α(F (t, x′, λ)− F (t, x, λ)) < ε,

як тiльки |x′ − x| < δ;

б) багатозначне вiдображення F (t, x, λ) - iнтегрально неперервне по λ в то-

чцi λ0, тобто для 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T i довiльного x ∈ D виконується умова

lim
λ→λ0

α

 t2∫
t1

F (s, x, λ) ds,

t2∫
t1

F (s, x, λ0) ds

 = 0, (1.12)

де iнтеграли розумiються включення в сенсi Означення 1.7;

в) розв’зки x(t, λ0) включення

ẋ ∈ F (t, x, λ0), (1.13)

що задовольняють умову x(0, λ0) = x0 ∈ D1 ⊂ D, визначенi при 0 ≤ t ≤

T i лежать разом з деяким ρ-околом в областi D.

Тодi кожному η > 0 вiдповiдає такий окiл U(λ0) точки λ0, що при λ ∈ U(λ0)

для довiльного розв’язку x(t, λ) включення (1.11), визначеного при 0 ≤ t ≤ T i

такого, що задовольняє початкову умову x(0, λ) = x0, iснує такий розв’язок

x(t, λ0) включення (1.13), що справедлива нерiвнiсть ‖ x(t, λ) − x(t, λ0) ‖<

η, 0 ≤ t ≤ T.
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Тепер розглядаємо диференцiальне включення зi збуреннями в коефiцi-

єнтах

ẋ ∈ εX(t, x), x(0) = x0, (1.14)

де x ∈ Rn, X : R× Rn → comp(Rn), ε > 0 - малий параметр.

Включенню (1.14) поставимо у вiдповiднiсть усереднене диференцiальне

включення

ẏ ∈ X0(y), y(0) = x0, (1.15)

де

X0(x) = lim
T→∞

1

T

T∫
0

X(t, x) dt (1.16)

Збiжнiсть в (1.16) розумiється у сенсi метрики Хаусдорфа, а iнтеграл вiд бага-

тозначного вiдображення X(t, x) розумiється в сенсi Означення 1.7.

Для параметрiв задачi (1.1)–(1.2) ((1.3)) будемо вважати виконаними на-

ступнi умови:

Умова 1. Допустимими керуваннями є m – вимiрнi вектор-функцiї u(·) ∈

Lp([0, T ]), p > 1, якi приймають значення в замкненiй, опуклiй множинi V ⊂

Rm.

Для задачi (1.1) – (1.3) допустимими керуваннями будемо вважати m –

вимiрнi вектор-функцiї u(·) ∈ L2([0, T ]), якi приймають значення в замкненiй

опуклiй множинi u ⊂ Rm.

Умова 2. Багатозначна функцiя f(t, x) (f : Q = {t ≥ 0, x ∈ Rd} → conv(Rd))

визначена i неперервна за сукупнiстю змiнних в Q, a d ×m - вимiрна матриця

f1(x) визначена при x ∈ Rd i виконанi умови:

1) f(t, x) в областi Q задовольняє умову лiнiйного росту за x iз константою
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M , тобто

|f(t, x)| ≤M(1 + |x|) ∀(t, x) ∈ Q;

2) f(t, x) i f1(x) в областi визначення задовольняють умову Лiпшиця за x iз

константами λ1 та λ, вiдповiдно, тобто

α(f(t, x), f(t, x′)) ≤ λ1|x− x′|,

‖f1(x)− f1(x
′)‖ ≤ λ|x− x′|.

Умова 3. Рiвномiрно за x ∈ Rd iснує границя

lim
s→∞

1

s

s∫
0

f(t, x) dt = f0(x), (1.17)

де iнтеграл розумiється в сенсi Означення 1.7, а збiжнiсть - в сенсi Означення

1.6, функцiя f0 : Rd → Rd - однозначна.

Умова 4. Скалярнi функцiї A(t, x) i B(t, u) визначенi при t ∈ [0, T ], x ∈ Rd, u ∈

V i неперервнi за сукурнiстю змiнних причому:

1) A(t, x) ≥ 0, B(t, u) ≥ a|u|p для деякої сталої a > 0 i для кожного t ∈ [0, T ]

функцiя B(t, u) - опукла за u ∈ V ;

2) функцiя Ψ : Rd → R1 - неперервна за x та невiд’ємна.

Зауваження 1.2. В силу умов на f(t, x) i f1(x) та теореми 1.5 маємо, що

∀ε > 0 i для кожного допустимого керування u(t) розв’язок задачi Кошi (1.1)

iснує на [0,T].

При цьому x(t, u) - абсолютно неперервна функцiя. Iз умов 2, 3 випливає,

що f0 також задовольняє умову Лiпшиця з константою λ1. Тому для кожного

допустимого керування u(t) розв’язок задачi Кошi (1.5) y(t, u) iснує, єдиний на

[0, T ] i є абсолютно неперервною функцiєю. Тому критерiї (1.2), (1.3), (1.6), (1.7)

мають сенс при всiх допустимих керуваннях.
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Сформулюємо наступний результат щодо рiвномiрної збiжностi розв’язкiв

задачi Кошi.

Теорема 1.3. Нехай виконанi умови 1-3. Тодi якщо послiдовнiсть uε
w−→

u0 в Lp([0, T ]) при ε → 0, то розв’язок xε(t) залачi Кошi (1.1) з u(t) = uε(t)

збiгається рiвномiрно на [0, T ] до y(t) - розв’язку вiдповiдної задачi Кошi (1.5)

iз керуванням u(t) = u0(t), тобто

xε(t)⇒ y(t), ε→ 0 (1.18)

рiвномiрно по t ∈ [0, T ].

Доведення. Множина звичайних розв’язкiв диференцiального включення iз (1.1)

спiвпадає з множиною узагальнених розв’язкiв [62], яка визначається як мно-

жина неперервних функцiй xε(t), що задовольняють включення

xε(t) ∈ x0 +

t∫
0

f(
s

ε
, xε(s)) ds+

t∫
0

f1(xε(s))uε(s) ds. (1.19)

В силу умов 1 i 2 отримаємо, що

|xε(t)| ≤ |x0|+
t∫

0

M(1 + |xε(s)|) ds+

t∫
0

(‖f1(0)‖+ λ|xε(s)|)|uε(s)| ds

або

|xε(t)| ≤ |x0|+
t∫

0

(M + ‖f1(0)‖|uε(s)|) ds+

t∫
0

(M + λ|uε(s)|)|xε(s)| ds. (1.20)

Використавши нерiвнiсть Грануолла, будемо мати:

|xε(t)| ≤ (|x0|+M + ‖f1(0)‖T 1/q · ‖uε‖Lp[0,T ])e
MT+λT 1/q‖uε‖Lp[0,T ] (1.21)

Зi слабкої збiжностi uε до u0 випливає сильна обмеженiсть uε, тобто

sup
ε>0
‖uε‖Lp[0,T ] <∞,
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а тому iз (1.20) отримуємо, що ∃L > 0 :

|xε(t)| ≤ L (1.22)

для всiх ε > 0 i t ∈ [0, T ]. Таким чином, маємо рiвномiрну обмеженiсть сiм’ї

xε(t).

Обгрунтуємо рiвностепеневу неперервнiсть сiм’ї xε(t) на [0, T ].

Для довiльних t1 < t2, t1, t2 ∈ [0, T ], використовуючи (1.20) i (1.22),

маємо:

|xε(t2)− xε(t1)| ≤
t2∫
t1

M(1 + L) ds+

t2∫
t1

(‖f1(0)‖+ λL)|uε(s)| ds ≤

≤M(1 + L)(t2 − t1) + (t2 − t1)1/q(‖f1(0)‖+ λL)

 t2∫
t1

|uε(s)|p ds

1/p

,

1

p
+

1

q
= 1.

Тодi в силу теореми Арцела iснує пiдпослiдовнiсть xεn(t) послiдовностi xε(t), яка

рiвномiрно за t ∈ [0, T ] збiгається до деякої функцiї x0(t) при εn → 0. Iз (1.19)

маємо:

xεn(t) ∈ x0 +
t∫

0

f
(
s
εn
, xεn(s)

)
ds+

t∫
0

f1(xεn(s))uεn(s) ds±

±
t∫

0

f1(x0(s))uεn(s) ds = x0 +
t∫

0

f
(
s
εn
, xεn(s)

)
ds+

t∫
0

f1(xεn(s))uεn(s) ds+

+
t∫

0

(f1(xεn(s)− f1(x0(s))))uεn(s) ds

(1.23)

В силу умови 2 для функцiї f(t, x) маємо виконання умови а) теореми 2. Зокрема

з пункту 1) умови 2 випливає рiвномiрна обмеженiсть f(t, x), а iз пункту 2)

умови 2 маємо рiвномiрну неперервнiсть f(t, x) по x.
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Перевiримо iнтегральну неперервнiсть функцiї f
(
s
εn
, x(s)

)
=: Y (s, x(s), εn).

За умови виконання (1.17), пoклавши f0 = Y (s, x, 0), будемо мати:

lim
εn→0+

t∫
0

Y (s, x(s), εn) ds = lim
εn→0+

t∫
0

f

(
s

εn
, x(s)

)
ds = lim

εn→0+

t
εn∫

0

f(θ, x) dθ =

= t lim
εn→0+

1

t/εn

t
εn∫

0

f(θ, x) dθ = tf0(x) =

t∫
0

f0(x) ds =

t∫
0

Y (s, x, 0) ds,

де границя вiд многозначних вiдображень розумiється в сенсi Означення 1.6.

Таким чином, маємо виконання умови б) теореми 1.2.

В силу умови 5 маємо виконання умови в) теореми 1.2.

Аналогiчно до доведення теореми 1.2, проведеного, зокрема в [13, 14],

можна показати, що

α

 t∫
0

f

(
s

εn
, xεn(s)

)
ds,

t∫
0

f0(x0(s)) ds

 −→ 0, εn → 0 (1.24)

Далi в силу слабкої збiжностi маємо:

lim
εn→0

t∫
0

f1(x0(s))uεn(s) ds =

t∫
0

f1(x0(s))u0(s) ds (1.25)

Використавши пункт 2) iз умови 2 для останнього iнтегралу в (1.23), отримаємо

оцiнку ∣∣∣∣ t∫
0

(f1(xεn(s))− f1(x0(s)))uεn(s) ds

∣∣∣∣ ≤
≤ λ

(
t∫

0

|xεn(s)− x0(s)|q ds
)1/q

‖uεn‖Lp[0,T ] −→ 0, εn → 0,

(1.26)

в силу рiвномiрної обмеженостi ‖uεn‖Lp[0,T ]. Перейдемо до границi в (1.23) при

εn → 0:

x0(t) ∈ x0 +

t∫
0

f0(x0(s)) ds+

t∫
0

f1(x0(s))u0(s) ds,
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тобто x0(t) - розв’язок задачi Кошi (1.5), а тому в силу єдиностi розв’язку x0(t) ≡

y(t).

Отже, xεn(t)⇒ y(t) при εn → 0. Тому довiльна збiжна послiдовнiсть фун-

кцiй iз сiм’ї збiгається до одної i тiєї ж границi. Тим самим маємо твердження

теореми.

В силу Зауваження 1.2 маємо, що для функцiоналу (1.2) iснує мiнiмiзу-

юча послiдовнiсть {(x(n)
ε (t), u

(n)
ε (t))}n≥1. При цьому x(n)

ε (t) ⇒ x∗ε(t) на [0, T ] та

u
(n)
ε →u∗ε слабко в Lp([0, T ]). В силу леми Мазура i властивостей множини V має-

мо, що u∗ε(t) ∈ V ∀t ∈ [0, T ]. Тому згiдно прямого методу варiацiйного числення

задача (1.1), (1.2) має розв’язок.

Далi, проводячи аналогiчнi мiркування до [109, Theorem 2.8], одержимо

наступний результат.

Теорема 1.4. Нехай виконанi умови 1-4. Тодi задачi (1.1), (1.2) i (1.5),

(1.6) мають розв’язки (x∗ε(t), u
∗
ε(t)) i (y∗(t), u∗(t)) вiдповiдно. При цьому

1) J∗ε → J∗0 , ε→ 0;

2) для будь-якого η > 0 iснує ε0, таке, що для ε < ε0 маємо

|J∗ε − Lε[u∗]| < η; (1.27)

3) iснує послiдовнiсть εn → 0, n→∞, така, що

x∗εn(t)⇒ y(t) (1.28)

рiвномiрно на [0, T ] i

u∗εn→u
∗ (1.29)

слабко в Lp([0, T ]).

Якщо при цьому усереднена задача має (1.5), (1.6) має єдиний розв’язок,

то збiдностi (1.27) i (1.28) мають мiсце для всiх ε→ 0.
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Зауваження 1.3. Аналогiчний результат до теореми 1.4 можна одержа-

ти для задачi (1.1), (1.3). Бiльше того, для функцiоналу (1.3) твердження (1.29)

можна посилити, замiнивши слабку збiжнiсть сильною.

1.2 Наближене керування для еволюцiйного включення на пiвосi

Розглянемо задачу оптимального керування системою диференцiальних

включень на пiвосi з малим параметром i швидко осцилюючими коефiцiєнтами

ẋ ∈ f
(
t

ε
, x

)
+ f1(x)u(t), x(0, u(0)) = x0 (1.30)

iз критерiєм якостi

Jε[x, u] =

∞∫
0

(e−jtA(t, xε(t)) + u2(t)) dt→ inf. (1.31)

Тут ε > 0 - малий параметр, j > 0 - фiксована стала, що характеризує

дисконт, x - фазовий вектор в Rd, u(t) − m-вимiрний вектор керування, який

приймає значення у деякiй множинi U ⊂ Rm.

Нехай для багатозначної функцiї f iснує рiвномiрно за x ∈ Rd середнє

lim
s→∞

1

s

s∫
0

f(t, x) dt = f0(x), (1.32)

де iнтеграл вiд багатозначної функцiї розумiємо в сенсi Аумана ([23]), а границя

багатозначної функцiї розумiється в сенсi Хаусдорфа.

Задачi оптимального керування на пiвосi (1.30), (1.31) ставиться у вiдпо-

вiднiсть усереднена задача керування:

ẏ ∈ f0(y) + f1(y)u(t), y(0, u(0)) = x0 (1.33)
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iз критерiєм якостi

J0[x, u] =

∞∫
0

(e−jtA(t, y(t)) + u2(t)) dt→ inf. (1.34)

Для задачi (1.30), (1.31) i вiдповiдної їй усередненої задачi (1.33), (1.34)

будемо вважати виконаними наступнi умови:

Умова 1. Допустимими керуваннями будемо вважатиm-вимiрнi вектор-

функцiї u(·) ∈ L2([0,∞)), що приймають значення у замкненiй, опуклiй множи-

нi U ⊂ Rm , при цьому вважаємо також, що 0 ∈ U .

Умова 2. Aункцiя A(t, s) визначена при t ≥ 0, x ∈ Rd, u ∈ U , вимiрна

по t i неперервна по x, причому

∃C > 0 : A(t, x) ≥ −C,

i задовольняє за x ∈ Rd наступну умову росту:

∃K > 0 : |A(t, x)| ≤ K(1 + |x|p)

для кожного t ≥ 0 i x ∈ Rd, p ≥ 0.

Умова 3. Багатозначна функцiя f(t, x)(f : Q = {t ≥ 0, x ∈ Rd} →

conv(Rd)) визначена i неперервна в метрицi Хаусдорфа за сукупнiстю змiнних

в Q, а матричнозначна функцiя f1(x) неперервна по x ∈ Rd i виконанi наступнi

умови:

1) f(t, x) в областi Q задовольняє умову лiнiйного росту за x iз константами

L1 та L2, тобто

‖f(t, x)‖+ := sup
ξ∈F (t,x)

‖ξ‖ ≤ L1 + L2|x| ∀(t, x) ∈ Q;

f1(x) в областi Rd задовольняє умову лiнiйного росту за x iз константами

L3 та L4, тобто

|f1(x)| ≤ L3 + L4|x| ,
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де

j > L2p (1.35)

2) f(t, x) i f1(x) в областi визначення задовольняють умову Лiпшиця за x

рiвномiрно по t iз константами K1, K2 > 0, вiдповiдно.

Умова 4. Середнє значення багатозначної функцiї f в сенсi границi

(1.32) є однозначною неперервною функцiєю.

Обгрунтуємо результат стосовно розв’язностi збуреної задачi.

Лема 1.1. За виконання умов 1, 2, 3 розв’язок задачi оптимального

керування (1.30), (1.31) iснує.

Доведення. Обгрунтування проведемо в кiлька крокiв. Зафiксуємо ε > 0.

Крок 1. Iснування розв’язку задачi Кошi (1.30).

Iз умов 1, 3 та теореми 1 iз [17] випливає, що для кожного допустимого

керування u(t) розв’язок x(t, u) задачi Кошi (1.30) iснує на [0,+∞) та є абсолю-

тно неперервною функцiєю. Тому множина допустимих пар задачi (1.30), (1.31)

є непорожньою.

Крок 2. Покажемо, що функцiонал в (1.31) досягає скiнченного екстре-

муму. Спочатку виведемо апрiорну оцiнку для x(t). Оскiльки x - абсолютно

неперервна функцiя, то t 7→ |x(t)| - абсолютно неперервна i d
dt|x(t)| ≤ |ẋ(t)| м.с.

Тому будемо мати:

d

dt
|x(t)| ≤ |ẋ(t)| ≤ |f(t, x)|+||f1(x)||·|u(t)| ≤ L1 +L2|x(t)|+(L3 +L4|x(t)|)·|u(t)|.

Звiдки

|x(t)| ≤ |x(0)|+
∫ t

0 (L1 + L2|x(s)|+ (L3 + L4|x(s)|)|u(s)|)ds ≤

≤ |x(0)|+ L1t+ L3t
1/2||u||L2 +

∫ t
0 (L2 + L4|u(s)|)|x(s)|ds

(1.36)
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Застосуємо нерiвнiсть Гронуола i отримаємо:

|x(t)| ≤
(
|x(0)|+ L1t+ L3t

1/2||u||L2

)
e
∫ t

0
(L2+L4|u(s)|)ds =

=
(
|x(0)|+ L1t+ L3t

1/2||u||L2

)
eL2t+L4t

1/2·||u||L2 .

Використавши нерiвнiсть Юнга, в результатi будемо мати:

|x(t)| ≤
(
|x(0)|+ L1t+ L3t

1/2||u||L2

)
eL2t+

δ
2L

2
4t+

1
2δ ||u||

2
L2 , (1.37)

для досить малого δ > 0.

Таким чином, враховуючи нерiвнiсть (1.35) та оцiнку (1.37), для фун-

кцiоналу якостi будемо мати:

|Jε[x, u]| ≤
∫ ∞

0

e−jt(K(1 + |x|p))dt+

∫ ∞
0

u2(t)dt <∞.

Отже, критерiй якостi (1.31) має сенс для всiх допустимих керувань.

Крок 3. Нехай {(un, xn) ∈ Ξ}n∈N - мiнiмiзуюча послiдовнiсть задачi (1.30),

(1.31), де Ξ - множина допустимих пар задачi (1.30), (1.31):

Ξ = {(u, x) : u задовольняє умову 1, x є розв’язком задачi Кошi (1.30)},

оскiльки в силу умови 2 Jε[x, u] ≥ −C/j, то

lim
n→∞

Jε[xn, un] = inf
(u,x)∈Ξ

Jε[x, u] = aε ∈ (−∞,+∞).

В силу умов на функцiю A(t, x(t)) будемо мати, що∫ ∞
0

u2
n(t)dt ≤ aε −

∫ ∞
0

e−jtA(t, x(t))dt+ 1 ≤ aε +
C

j
+ 1 =: Cε

1 .

Звiдки маємо обмеженiсть, а вiдтак i слабку збiжнiсть деякої пiдпослiдов-

ностi з {un}n∈N (для якої для спрощення, не обмежуючи загальностi, залишимо

тi ж позначення)до деякого елемента u∗ в просторi L2([0,∞)). Належнiсть u∗

множинi U для кожного t ≥ 0 випливає iз леми Мазура.
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В силу оцiнки (1.37) та слабкої збiжностi послiдовностi {un}n∈N в про-

сторi L2([0,∞)) будемо мати рiвномiрну обмеженiсть послiдовностi {xn}n∈N на

кожному скiнченному iнтервалi [0, T ], тобто ∃L > 0:

|xn(t)| ≤ L, t ∈ [0, T ]. (1.38)

Далi для довiльних t1 < t2, t1, t2 ∈ [0, T ], використовуючи (1.36) та (1.38), будемо

мати:

|xn(t2)− xn(t1)| ≤
∫ t2

t1

(L1 + L2 · L)ds+

∫ t2

t1

(L3 + L4 · L)|un(s)|ds ≤

≤ (L1 + L2 · L)(t2 − t1) + (L3 + L4 · L)(t2 − t1)1/2

(∫ t2

t1

|un(s)|2ds
)1/2

.

Iз останньої нерiвностi випливає рiвностепенева неперервнiсть послiдовностi {xn}

на кожному [0, T ]. За теоремою Арцела маємо рiвномiрну збiжнiсть послiдовно-

стi {xn}n∈N (а точнiше, її пiдпослiдовностi) до деякого елемента x∗ на кожному

[0, T ], тим самим маємо поточкову збiжнiсть {xn}n∈N на (0,+∞). Мiркуваннями,

аналогiчними до [6, Теорема 3] можна показати, що x∗ це розв’язок задачi Кошi

(1.30). Тому (u∗(t), x∗(t)) ∈ Ξ. В силу напiвнеперервностi знизу норми в просторi

L2([0,∞)), властивостей функцiї A(t, x(t)), поточкової збiжностi послiдовностi

xn(t) та оцiнки (1.37), застосувавши теорему Лебега, будемо мати:

inf
(u,x)∈Ξ

Jε[x, u] = lim
n→∞

Jε[xn, un] = lim
n→∞

Jε[xn, un] =

lim
n→∞

(∫ ∞
0

e−jtA(t, xn(t))dt+

∫ ∞
0

u2
n(t)dt

)
≥

≥
∫ ∞

0

e−jtA(t, x∗(t))dt+

∫ ∞
0

(u∗)2(t)dt = Jε[x
∗, u∗].

Таким чином, пара (u∗(t), x∗(t)) є оптимальною для задачi (1.30), (1.31).
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Зауваження 1.4. Iз властивостей метрики Хаусдорфа будемо мати ви-

конання умови 3 для усередненої функцiї f0(x) iз тими ж константами, що i для

функцiї f(t, s). Дiйсно,

∀ξ ∈ F (t, x) : |ξ| ≤ L1 + L2|x|

. Враховуючи, що distH
(

1
s

s∫
0

f(t, x)dt, f0(x)

)
→ 0, s → ∞, маємо, що ∀ε > 0

∃s0 : ∀s ≥ s0 отримаємо, що f0(x) ∈ Oε

(
1
s

s∫
0

f(t, x)dt

)
. Далi будемо мати:

|f0(x)| ≤

∥∥∥∥∥∥1

s

s∫
0

f(t, x)dt

∥∥∥∥∥∥
+

+ ε ≤ 1

s

s∫
0

‖f(t, x)‖+dt+ ε ≤ L1 + L2|x|+ ε.

Тим самим маємо виконання пункту 1) умови 3. Аналогiчними мiркуваннями

приходимо до висновку про виконання умови Лiпшиця для f0(x) з константою

K1. Тому за виконання умови 4 можемо зробити висновок про iснування i єди-

нiсть розв’язку задачi Кошi (1.33) на пiвосi. Крiм того, в силуЛеми 1.2 можна

отримати висновок про iснування розв’язку для усередненої задачi (1.33), (1.34).

В наступному результатi обгрунтована збiжнiсть оптимальних керувань,

оптимальних траєкторiй та оптимальних значень критерiю якостi точної задачi

(1.30), (1.31) до вiдповiдних параметрiв усередненої задачi (1.33), (1.34).

Теорема 1.5. Нехай (x∗ε(t), u
∗
ε(t)) – розв’язок Задачi (1.30), (1.31). Тодi

для деякого розв’язку (y∗(t), u∗(t)) задачi (1.33), (1.34) маємо:

1) J∗ε → J∗0 , ε → 0;, де J∗ε = inf
x,u∈Ξ1

Jε[x, u], J∗0 = inf
(x,u)∈Ξ2

J0[x, u], Ξ1,Ξ2 – мно-

жини допустимих пар задач (1.30), (1.31) та (1.33), (1.34), вiдповiдно.

2) для кожного η > 0 iснує ε0 = ε0(η) таке, що 0 < ε < ε0 маємо

|J∗ε − J [x∗ε, u
∗]| < η, (1.39)

де x∗ε – розв’язок задачi Кошi (1.30);
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3) iснує послiдовнiсть εn → 0, n→∞ така, що

x∗εn → y(t) (1.40)

рiвномiрно на кожному вiдрiзку [0, T ] для довiльного T > 0, а

u∗εn
w−→ u∗ (1.41)

слабко в L2([0,∞)).

Якщо при цьому усереднена задача (1.33), (1.34) має єдиний розв’язок, то збi-

жностi (1.69), (3.101) мають мiсце при всiх ε→ 0.

Доведення. В силу леми 1.2 розв’язки для задач (1.30), (1.31) та (1.33), (1.34)

iснують.

Для довiльного ε > 0 розглянемо

Jε[x
∗
ε, u
∗
ε] ≤ Jε[x

∗
ε, 0]. (1.42)

В силу умови 2 маємо ∫ ∞
0

e−jtA(t, xε(t))dt ≥ −
C

j
(1.43)

При u = 0 для розв’язку xε(t) задачi Кошi (1.30) в силу оцiнки (1.37)

отримаємо:

|xε(t)| ≤ (|xε(0)|+ L1t)e
L2t+

δ
2L

2
4t, t ≥ 0, (1.44)

а тому з умови 2 та (1.35) будемо мати:

Jε[xε, 0] =

∫ ∞
0

e−jtA(t, xε(t))dt ≤ (1.45)

∫ ∞
0

e−jtK
(

1 + (|xε(0)|+ L1t)
p · eL2tp+

δ
2L

2
4tp
)
dt ≤ c2.
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З (1.72) та (1.45) отримаємо:∫ ∞
0

|u∗ε(t)|2dt ≤ c2 +
c

j
=: c3, (1.46)

де c3 не залежить нi вiд ε, нi вiд u.

Тому послiдовнiсть u∗ε слабко компактна в L2([0,+∞)).

Нехай u∗εn - слабко збiжна до u0 послiдовнiсть оптимальних керувань,

де u0 - допустиме керування для задачi (1.33), (1.34). Нехай x0(t) - розв’язок

задачi Кошi (1.33) з u(t) = u0(t). Оскiльки зi слабкої збiжностi в L2([0,∞))

випливає слабка збiжнiсть в L2([0, T ]) для довiльного T > 0, то iз теореми 3 iз

[6] отримаємо, що розв’язок x∗εn(t) задачi Кошi (1.30) рiвномiрно на [0, T ] прямує

до x0(t) при εn → 0. В силу довiльностi T звiдси випливає поточкова збiжнiсть

x∗εn(t) до x0(t) при кожному t ≥ 0.

Аналогiчний результат має мiсце для розв’язкiв x∗εn(t, u
∗) i y∗(t) задач

Кошi (1.30) та (1.33) вiдповiдно.

Тодi, з точнiстю до пiдпослiдовностi (див. [5]),

J∗εn ≤ J∗0 + Jεn[xε∗n, u
∗]− J0[y

∗, u∗]. (1.47)

Але

|Jεn[xε∗n, u
∗]− J0[y

∗, u∗]| ≤

≤
∫∞

0 e−jt|A(t, xε∗n(t, u
∗)− A(t, y∗(t)))|dt→ 0, εn → 0

(1.48)

в силу теореми Лебега, оцiнки (1.37) та умови росту A(t, x) за x. З iншої сторони,

J∗0 ≤ J∗εn + J0[y
∗, u∗εn]− Jεn[xε∗n, u

∗
εn

]. (1.49)

Розглянемо допомiжнi системи

żεn ∈ f(t, zεn) + f1(zεn)u
∗
εn

(1.50)
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i

ẋ0 = f0(x0) + f1(x0)u0. (1.51)

Застосувавши до них теорему 3 iз [6], отримаємо, що zn(t) рiвномiрно на [0, T ]

i поточково на пiвосi t ≥ 0 прямує до x0(t) при εn → 0. Звiдси та iз збiжностi

x∗εn(t) до x0 отримаємо, що

x∗εn(t)− zεn → 0, εn → 0 (1.52)

для кожного t ≥ 0.

Тому

|Jεn[xε∗n, u
∗
εn

]− J0[x0, u
∗
εn

]| ≤
∫∞

0 |A(t, x∗εn(t))− A(t, x0(t))|dt+

+
∫∞

0 e−jt|A(t, zεn(t))− A(t, x0(t))|dt→ 0, εn → 0
(1.53)

в силу теореми Лебега, оцiнок (1.37), (1.73) i умови росту A(t, x) за x. Iз (1.74)-

(1.76), (1) випливає, що

J∗εn → J∗0 , εn → 0.

Аналогiчно до мiркувань iз [5] приходимо до висновку, що

J∗ε → J∗0 , ε→ 0. (1.54)

Звiдси маємо перше твердження теореми.

Покажемо, що u0 - оптимальне керування усередненої задачi. Дiйсно,

J∗εn =

∫ ∞
0

e−jtA(t, x∗εn(t))dt+

∫ ∞
0

|u∗εn(t)|
2dt. (1.55)

Враховуючи тепер умову напiвнеперервностi знизу норми в L2([0,+∞)), (3.103),

теорему Лебега i перейшовши до границi у (1.82) при εn → 0, будемо мати

J∗0 =

∫ ∞
0

e−jtA(t, x0(t))dt+ lim
εn→0

∫ ∞
0

|u∗εn(t)|
2dt ≥ (1.56)

∫ ∞
0

e−jtA(t, x0(t))dt+

∫ ∞
0

|u0(t)|2dt.
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Звiдси випливає оптимальнiсть пари (x0, u0), що i доводить твердження 3).

Для доведення твердження 2) вiдзначимо, що

|J∗ε − Jε[xε∗n, u0]| ≤ |J∗ε − J∗0 |+ |J0[x0, u0]− Jε[xε∗n, u0]|. (1.57)

Розглянемо допомiжнi системи

ẋε ∈ f
(
t

ε
, xε

)
+ f1(xε)u0(t), (1.58)

i

ẏ0 = f0(y) + f1(y)u0(t). (1.59)

Застосуємо теорему 3 [6] до систем (1.58), (1.59), аналогiчно (1.75), отри-

маємо, що

J0[x0, u0]− Jε[xε∗n, u0]→ 0, ε→ 0.

Звiдси та iз твердження 1) теореми отримаємо твердження 2).

Якщо усереднена задача (1.33), (1.34) має єдиний розв’язок, то з вище

наведених мiркувань випливає, що з довiльної послiдовностi (x∗εn, u
∗
εn

) видiля-

ється збiжна пiдпослiдовнiсть i всi такi пiдпослiдовностi збiгаються до однiєї i

тiєї ж границi, звiдси будемо мати останнє твердження теореми.

1.3 Наближене керування у випадку неiснування класичного середнього

значення

В даному пiдроздiлi розглядається задача оптимального керування зi

збуреними коефiцiєнтами з попереднього пiдроздiлу, але у випадку невикона-

ння умови iснування класичного середнього (1.32).

Далi будемо використовувати наступнi позначення: conv(Rd) – множи-

на всiх непорожнiх, опуклих, компактних пiдмножин iз Rd. Для A ⊂ Rd по-

значимо ||A||1 := supa∈A ||a||, coA – опукла оболонка A, Ā – замикання A,
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B1 := {x | ||x|| ≤ 1}, Oδ(x0) = {x | ‖x− x0‖ < δ}. Для f : [0,∞) 7→ conv(Rd)∫ T

0

f(t)dt :=
{∫ T

0

l(t)dt
∣∣∣ l ∈ L1(0, T ;Rd), l(t) ∈ f(t) a.e.

}
Розглядається наступна задача оптимального керування

ẋ(t) ∈ f(
t

ε
, x(t)) + g(x(t))u(t), t ≥ 0

x(0) = x0,
(1.60)

u ∈ U = {u ∈ L2(0,∞)| u(t) ∈ U м.с. на (0,∞)} (1.61)

така, що

J(x, u) =

∫ ∞
0

(e−γtϕ(x(t)) + u2(t))dt → inf (1.62)

де ε > 0 – малий параметр i

1) f : [0,∞)× Rd → conv(Rd)

2) ∀x ∈ Rd вiдображення f(·, x) має вимiрний селектор.

3) ∀t ≥ 0 вiдображення f(t, ·) є напiвнеперервним зверху.

4) ∃M ≥ 0 ∀x ∈ Rd ∀t ≥ 0 ||f(t, x)||1 ≤M

5) g : Rd → Rd є неперервним i обмеженим, тобто ∃N ≥ 0 iз ||g(x)|| ≤

N, x ∈ Rd

6) U ⊂ R є замкненою, опуклою i 0 ∈ U

7) ϕ : Rd → R є неперервною i iснують сталi c > 0 i p ≥ 1 iз

inf
x∈Rd

ϕ(x) ≥ −c, |ϕ(x)| ≤ c(1 + ||x||p).

Лема 1.2. За умов 1)–7) задача оптимального керування (1.60)-(3) має

розв’язок {xε, uε}.

Позначимо

Jε := inf J(x, u) = J(xε, uε).
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Означимо усереднену функцiю f̄ , базуючись на згаданому поняттi верхньої гра-

ницi за Куратовським

f̄(x) = ∩δ>0F̄
δ(x),

де F̄ δ – опукла оболонка вiдображення

Φδ(x) = lim sup
θ↗1

lim sup
T→∞

1

(1− θ)T
I(θT, T, x, δ),

I(θT, T, x, δ) =
{∫ t2

t1

v(t)dt | v(·) ∈ L1
loc(0,∞;Rd), v(t) ∈ f(t, y), y ∈ Oδ(x)

}
Можна показати, що якщо iснує F̄ (x) = limT→∞

1
T

∫ T
0 f(t, x)dt в сенсi метрики

Хаусдорфа distH , i якщо f(t.·) є Лiпшицевою, то f̄ = F̄ .

Ми розглядаємо задачу оптимального керування

ẋ ∈ f̄(x) + g(x)u(t), x(0) = x0, (1.63)

u ∈ U (1.64)

J(x, u)→ inf (1.65)

Нашою метою є доведення того, що для ε→ 0 маємо, що

Jε → J̄ and {xε, uε} → {x̄, ū} в певному сенсi,

де {x̄, ū} is a solution of (1.63)-(1.65), J̄ = J(x̄, ū).

Проаналiзуємо задачу (1.60). За умов 1)-5) для кожного u ∈ L2(0,∞) i

ε > 0 задача (1.60) має розв’язок i має мiсце наступна оцiнка

d

dx
||x(t)|| ≤ ||ẋ(t)|| ≤M +N |u(t)| м.в. (1.66)

||x(t)|| ≤ ||x0||+ (M +N)t+N ||u||2, (1.67)
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де ||u||2 =
∫∞

0 u2(t)dt. Бiльше того, для фiксованого ε > 0, якщо xn це розв’язок,

що вiдповiдає керуванню un, n ∈ N i supn∈N ||un|| <∞, то з точнiстю до пiдпо-

слiдовностi має мiсце наступна збiжнiсть

un
w→ u in L2(0,∞) (1.68)

xn
w→ x в C([0, T ];Rd), T > 0 (1.69)

де x це розв’язок задачi (1.60) з керуванням u. Додатково, якщо un ∈ U для

n ∈ N then u ∈ U .

Наступний результат є певним узагальненням класичної апроксимацiйної

теореми про наближення напiвнеперервної функцiї лiпшицевими многозначни-

ми вiдображеннями.

Лема 1.3. Нехай f : [0,∞)×Rd → conv(Rd) задовольняє 1)-4). Тодi iснує

послiдовнiсть локально Лiпшицевих вiдображень fk : [0,∞)× Rd → conv(Rd),

що задовольняють 1)-4) для k ∈ N iз

f(t, x) ⊂ · · · ⊂ fk+1(t, x) ⊂ fk(t, x), t ≥ 0, x ∈ Rd, k ∈ N (1.70)

i для кожного k ∈ N i x ∈ Rd iснують lk ≥ 0 i δk ≥ 0 такi, що

distH(fk(t, x′), fk(t, x′′)) ≤ lk‖x′ − x′′‖, x′, x′′ ∈ Oδk(x), t ≥ 0, (1.71)

бiльше того, для довiльного ε > 0, t ≥ 0, x ∈ Rd iснує K = K(ε, t, x) iз

fk(t, x) ⊂ cof(t, Oε(x)), k ≥ K. (1.72)

Доведення. Нехай {Ork(y
k
i )}∞i=1 це локально скiнченне покриттяRd, де rk := 1

3k−1 ,

k ∈ N. Нехай {ψki }∞i=1 це розбиття одиницi, пiдпорядковане цьому покриттю i

складається iз локально Лiпшицевих функцiй suppψki ⊂ Ork(z
k
i ), див. [8]. Для

довiльного k ∈ N i x ∈ Rd iснують δ = δ(x) > 0 i l(x) > 0 такi, що

N(k, x) := {i ∈ N| Ork(y
k
i ) ∩Oδ(x) 6= ∅}
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є скiнченним для довiльного x, x′′ ∈ Oδ(x)∑
i∈N(k,y)

|ψki (x′)− ψki (x′′)| ≤ l(x)‖x′ − x′′‖.

Тодi вiдображення

fk(t, x) =
∞∑
i=1

ψki (x) · cof(t, O2rk(y
k
i )) =

∑
i∈N(k,y)

ψki (x) · cof(t, O2rk(y
k
i ))

задовольняє 1)-4), (3.101),(1.71). Нарештi, для довiльного ε > 0 виберемо K =

K(ε, t, x) таке, що

rk <
ε

3
, k ≥ K.

Тодi для довiльного i ∈ N(k, y) i довiльного z ∈ O2rk(y
k
i ) отримаємо

‖z − x‖ ≤ ‖z − yki ‖ ≤ ‖z − yki ‖+ ‖yki − x‖ ≤ 2rk + rk < ε.

Отже, f(t, O2rk(y
k
i )) ⊂ f(t, Oε(x)) i fk(t, x) ⊂ cof(t, Oε(x))

Лема 1.4. Нехай εn → 0 для n → ∞ i xn це розв’язок (1.60) з керува-

нням un. Нехай (xn, un) → (x, u) для n → ∞ в сенсi (1.68),(1.69). Тодi x це

розв’язок (1.63) з керуванням u.

Доведення. Нехай fk це Лiпшицеве вiдображення iз леми 1.3. Тодi для довiль-

ного k ∈ N отримаємо

ẋn(t) ∈ fk(
t

εn
, xn(t)) + g(xn(t))un(t) м.в.

Зафiксуємо τ1 таке, що похiдна ẋ(τ1) iснує i нехай τ1 це точка Лебега для

g(x(·))u(·). Тодi для довiльного n ≥ N(x(τ1)) i для досить малого |s− τ1| отри-

маємо ‖xn(s)− x(τ1)‖ < δk i

xn(τ2)−xn(τ1) ∈
∫ τ2

τ1

[
fk(

s

εn
, x(τ1))+lk‖xn(s)−x(τ1)‖·B1

]
ds+

∫ τ2

τ1

g(xn(s))un(s)ds,



37

де lk iз (1.71). Тодi

xn(τ2)− xn(τ1) ∈
∫ τ2

τ1

fk(
s

εn
, x(τ1))ds+ lk

∫ τ2

τ1

k‖xn(s)− x(τ1)‖ds ·B1

+lk

∫ τ2

τ1

‖xn(τ1)−x(τ1)‖|·B1+

∫ τ2

τ1

g(xn(s))un(s)−g(x(s))u(s)ds+

∫ τ2

τ1

g(x(s))u(s)ds

Нехай η > 0 – довiльне маленьке. Тодi для досить малих |τ2−τ1| i досить великих

n ∈ N в силу (1.66) отримуємо

lk

∫ τ2

τ1

‖xn(s)− x(τ1)‖ds ≤ lk

∫ τ2

τ1

∫ s

τ1

(M +N |un(t)|)dt ds

≤ lk

∫ τ2

τ1

M(τ2 − τ1) +N
√
τ2 − τ1‖un‖dt < −

η

2
(τ2 − τ1).

Тодi

xn(τ2)− xn(τ1)

τ2 − τ1
∈ 1

τ2 − τ1

∫ τ2

τ1

fk(
s

εn
, x(τ1))ds+

1

τ2 − τ1

∫ τ2

τ1

g(xn(t))un(t)dt+ ηB1

xn(τ2)− xn(τ1)

τ2 − τ1
∈ εn
τ2 − τ1

∫ τ2
εn

τ1
εn

fk(s, x(τ1))ds+
1

τ2 − τ1

∫ τ2

τ1

g(xn(t))un(t)dt+ ηB1

i, перейшовши до границi для n→∞, отримаємо

x(τ2)− x(τ1)

τ2 − τ1
∈ lim sup

T→∞

1

(1− τ1
τ2

)T

∫ T

τ1
τ2
T

fk(s, x(τ1))ds+
1

τ2 − τ1

∫ τ2

τ1

g(x(t))u(t)dt+ηB1.

Далi, перейшовши до границi для τ2 → τ1 i, оскiльки η довiльне мале, то ми

одержимо

ẋ(τ1) ∈ lim sup
θ→1

lim sup
T→∞

1

(1− θ)T

∫ T

θT

∫ T

θT

fk(s, x(τ1))ds+ g(x(τ1))u(τ1). (1.73)

Iз опуклостi iнтегралу [7] i в силу (1.72) отримуємо, що для довiльного δ > 0 i

x ∈ Rd iснує K = K(δ, x) iз

lim sup
θ→1

lim sup
T→∞

1

(1− θ)T

∫ T

θT

fk(s, x)ds ⊂ F̄ δ(x), k ≥ K.
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Нарештi, iз (1.73) отримаємо для довiльного δ > 0, що

ẋ(τ1) ∈ F̄ δ(x(τ1)) + g(x(τ1))u(τ1)

i, оскiльки

ẋ(τ1) ∈ f̄ δ(x(τ1)) + g(x(τ1))u(τ1),

що доводить лему.

Тепер можемо обгрунтувати наш основний результат.

Теорема 1.6. Припустимо, що умови 1)-7) виконуються. Нехай для до-

вiльного u ∈ U задача (1.63) має єдиний розв’язок. Нехай (xε, uε) це оптималь-

на пара для (1.60)-(3), Jε = J(xε, uε). Тодi

Jε → J̄ for ε→ 0 (1.74)

i для εn → 0 маємо, що

xεn → x̄ in C([0, T ];Rd), T > 0 (1.75)

uεn
w→ ū in L2(0,∞), (1.76)

де (x̄, ū) – оптимальна пара для (1.63)-(1.65), J̄ = J(x̄, ū).

Доведення. Нехай для εn → оптимальною парою для (1.60)-(3) є (xεn, uεn). Iз

лптимальностi uεn випливає, що

J(xεn, uεn) ≤ J(xn, 0),

де xn – розв’язок (1.60) iз ε = εn, u = 0. Тодi в силу (1.67)

c

γ
+‖uεn‖2 ≤

∫ ∞
0

e−γtϕ(xn(t)) ≤
∫ ∞

0

e−γtC(1+(‖x0‖+(M+N)t)p)dt ≤ C1, (1.77)

де C1 не залежить вiд n. Додатково, iз (1.66) маємо

‖xεn(t)− xεn(s)‖ ≤M |t− s|+N |t− s|
1
2‖uεn‖. (1.78)
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Iз оцiнок (1.77),(1.78) i теореми Арцела-Асколi випливає, що по пiдпослiдовностi

(xεn, uεn), n ∈ N збiгається до деяких (x̄, ū) в сенсi (1.75),(1.76). Отже, iз леми

1.4 отримаємо, що x̄ є розв’язком (1.63) iз керуванням u ∈ U . Доведемо, що

(x̄, ū) є оптимальною парою.

Для кожного u ∈ U i вiдповiдного розв’язку xn задачi (1.60) маємо

J(xεn, uεn) ≤ J(xn, u). (1.79)

Мiркуючи аналогiчно доведенню леми 1.2, iз (1.79), перейшовши до границi,

будемо мати:

J(x̄, ū) ≤ lim inf
n→∞

J(xεn, uεn) ≤ lim inf
n→∞

J(xn, u) (1.80)

В силу (1.78) iз uεn, замiнюючи на u, отримаємо, що xn → x в сенсi (1.75). Iз леми

1.4 випливає, що x є розв’язком (1.63) iз керуванням u. Тому iз (1) випливає

J(x̄, ū) ≤ lim inf
n→∞

Jεn ≤ lim sup
n→∞

≤ lim
n→∞

J(xn, ū) = J(x̄, ū).

Це означає, що iснує limn→∞ J
εn = J(x̄, ū). В силу довiльностi εn → 0, отримаємо

(1.74).

Приклад. Розглянемо наступну задачу оптимального керування
ẋ ∈


ψ1(

t
ε), x < 0[

ψ2(
t
ε), ψ1(

t
ε)
]
, x = 0

ψ2(
t
ε), x > 0

+ u(t)

x(0) = 0

(1.81)

u ∈ U, J(x, u) =

∫ ∞
0

e−tϕ(x) + u2(t) dt→ inf

Припустимо, що ψ1, ψ2 є обмеженими i

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

ψ1(t) = ψ1 > 0, lim
T→∞

1

T

∫ T

0

ψ2(t) = ψ2 < 0.
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Легко бачити, що багатозначне вiдображення

f(t, x) =


ψ1(t), x < 0[
ψ2(t), ψ1(t)

]
, x = 0

ψ2(t), x > 0

i g = 1, U, ϕ задовольняють умови 1)-7). Зауважимо, що f(t, ·) не є Лiпшицевою

функцiєю.

Усереднена задача має форму

ẋ ∈


ψ1, x < 0[
ψ1, ψ2

]
, x = 0

ψ2, x > 0

+ u(t)

x(0) = 0

u ∈ U

J(x, u)→ inf

(1.82)

де задача Кошi має єдиний розв’язок для кожного u ∈ U , [9]. В силу теореми,

послiдовнiсть оптимальних пар (xε, uε) для (3.103) збiгається до (x̄, ū), де (x̄, ū)

є оптимальною парою задачi (1.82).

1.4 Наближене керування для параболiчного рiвняння зi збуреннями в

коефiцiєнтах

В цилiндрi QT = (0, T ) × Ω, де Ω ⊆ Rn- обмежена область, розглянемо

наступну задачу оптимального керування
∂y(t,x)
∂t = ∆y(t, x) + f(t/ε, y(t, x)) + g(y(t, x))u(t, x),

y|∂Ω = 0,

y|t=0 = y0(x),

(1.83)
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u ∈ U ⊆ L2(QT ), (1.84)

J(y, u) =

∫
Ω

q(x, y(T, x))dx+

∫
QT

u2(t, x)dtdx→ inf, (1.85)

де f : R+×R→ R, g : R→ R - неперервнi функцiї, i для деяких додатних

констант Ci, i = 1, 2, 3, та функцiй K1 ∈ L2(Ω), K2 ∈ L1(Ω) виконуються умови:

∀ t ≥ 0, ∀ y ∈ R |f(t, y)| ≤ C1(1 + |y|), (1.86)

∀ y ∈ R |g(y)| ≤ C2, (1.87)

U замкнена та опукла , 0 ∈ U, (1.88)

q : Ω×R→ R – функцiя Каратеодорi,

|q(x, ξ)| ≤ C3 |ξ|+K1(x), q(x, ξ) ≥ K2(x). (1.89)

В ходi дослiджень доведено, що за припущень (1.86)–(1.89) задача оптимально-

го керування (1.83)–(1.85) має розв’язк {yε, uε}, де yε – слабкий розв’язок (1)

з керуванням u = uε. При цьому умови (1.86)–(1.89) не гарантують єдиностi

такого розв’язку.

Далi робиться припущення про те, що рiвномiрно по y ∈ R iснує границя

f̄(y) := lim
T→∞

1

T

T∫
0

f(s, y)ds. (1.90)

Основним результатом дослiджень є встановлення збiжностi

J(yε, uε)→ J(ȳ, ū), ε→ 0, (1.91)

де {ȳ, ū} – оптимальний процес у задачi (1.83)–(1.85) iз усередненою функцiєю

f̄ .
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Для встановлення цього результату вивчимо властивостi розв’язкiв. Для

u ∈ L2(QT ), y0 ∈ L2(Ω) ми будемо розглядати розв’язок (1.83) у слабкому сенсi,

тобто y ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω))∩L∞(0, T ;L2(Ω)) такий, що ∀ϕ ∈ H1

0(Ω) ∀η ∈ C∞0 (0, T )

−
T∫

0

(y, ϕ)η′ +

T∫
0

(∇y,∇ϕ)η =

T∫
0

(f(
t

ε
, y), ϕ)η +

T∫
0

(g(y)u, ϕ)η, (1.92)

де тут i надалi через ‖ · ‖ i (·, ·) будемо позначати норму i скалярний добуток в

L2(Ω).

За рахунок включення ∂y
∂t ∈ L

2(0, T ;H−1(Ω)) кожен розв’язок (1.83) на-

лежить C([0,+∞);L2(Ω)). Вiдомо [38], що ∀y0 ∈ L2(Ω) iснує принаймнi один

слабкий розв’язок (1.83) з y(0, x) = y0(x). Крiм того, має мiсце наступна оцiнка:

для майже всiх (м.в.) t ∈ (0, T )

d

dt
‖y(t)‖2 + ‖∇y(t)‖2 ≤ C4(1 + ‖y(t)‖2 + ‖u(t)‖2), (1.93)

∀t ∈ [0, T ]

‖y(t)‖ ≤ C5(1 + ‖y0‖+ ‖u‖QT ), (1.94)

де ми позначили ‖u‖QT :=
∫
QT

u2(t, x)dtdx.

Лема 1.5. За умов (1.86)–(1.89) задача (1.83)–(1.85) для кожного ε > 0

має принаймнi один розв’язок {yε, uε}.

Доведення. Розглянемо мiнiмiзуючу послiдовнiсть {un, yn}. Вiдповiдно до

(1.89) послiдовнiсть {un} обмежена в L2(QT ), а отже по пiдпослiдовностi

un → u слабо в L2(QT ).

Тодi з (1.93), (1.94) виводимо, що

{yn} обмежена в L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0),{

∂yn
∂t

}
обмежена в L2(0, T ;H−1(Ω)). (1.95)
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Отже, з леми про компактнiсть [38] маємо

yn → y in L2(0, T ;L2(Ω)) та майже скрiзь в QT . (1.96)

Використовуючи теорему Лебега про мажоровану збiжнiсть, ми переходимо до

границi в рiвностi (1.92), записанiй для yn, i отримуємо, що y є розв’язком (1.83)

з керуванням u. Пiсля цього стандартнi мiркування [8], пов’язанi зi слабкою на-

пiвнеперервнiстю знизу i коерцитивнiстю цiльового функцiоналу J , дозволяють

нам стверджувати, що {y, u} є розв’язком (1.83)–(1.85). Лема доведена.

Тепер розглянемо усереднену задачу
∂y
∂t = ∆y + f̄(y) + g(y)u,

y|∂Ω = 0,

y|t=0 = y0,

(1.97)

u ∈ U ⊆ L2(QT ), (1.98)

J(y, u) =

∫
Ω

q(x, y(T, x))dx+

∫
QT

u2(t, x)dtdx→ inf, (1.99)

де неперервна функцiя f̄ : R→ R визначена у (1.90).

Легко побачити, що f̄ задовольняє (1.86), тому задача (1.97)–(1.99) має

принаймнi один розв’язок {ȳ, ū}.

Теорема 1.7. Нехай виконуються умови (1.86)–(1.90), i, крiм того,

∀u ∈ U задача (1.97) має єдиний розв’язок, (1.100)

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ t ≥ 0

|y − z| < δ ⇒ |f(t, y)− f(t, z)| < ε (1.101)

Тодi

J(yε, uε)→ J(ȳ, ū) при ε→ 0. (1.102)
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Доведення. Нехай εn → 0, {yn, un} := {yεn, uεn} оптимальний процес у

(1.83)–(1.85) для ε = εn. Завдяки (1.89) та оптимальностi {yn, uu} отримуємо∫
Ω

K2(x)dx+

∫
QT

u2
n(t, x)dtdx ≤J(zn, 0) ≤ C3

∫
Ω

|zn(T, x)|2dx+

∫
Ω

K1(x)dx,

де zn розв’язок (1.83) з ε = εn, u ≡ 0.

З оцiнки (1.94), застосованою до zn, виводимо що {un} обмежена в L2(QT ).

Отже, ми можемо повторити мiркування леми 1.5 i зробити висновок про те, що

для декого {ȳ, ū} до пiдпослiдовностi:

un → ū слабко в L2(QT )

yn → ȳ в L2(0, T ;L2(Ω)) та м.с. в QT . (1.103)

Доведемо, що {ȳ, ū} задавольняє (1.97).

З теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть отримуємо

g(yn)→ g(ȳ) in L2(QT ). (1.104)

З (1.95) отримаємо

yn → ȳ слабко в L2(0, T ;H1
0(Ω)). (1.105)

Покажемо, що ∀ϕ ∈ H1
0(Ω), ∀ η ∈ C∞0 (0, T )∫

QT

f(
t

εn
, yn(t, x))ϕ(x)η(t)dtdx→

∫
QT

f̄(ȳ(t, x))ϕ(x)η(t)dtdx (1.106)

Позначимо QR
T = {(t, x) ∈ QT | |ȳ(t, x)| ≥ R}, µ - мiра Лебега в R2. Тодi

µ(QR
T )→ 0, R→∞,

i iснує послiдовнiсть кусково сталих функцiй

yM(t, x) =
M∑
k=1

yMk · χAMk (t, x)
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така, що

yM(t, x)→ ȳ(t, x) для м.в. (t, x) ∈ QT ,

yM → ȳ рiвномiрно на QT\QR
T . (1.107)

Бiльше того, для кожного δ > 0 iснує Qδ
T ⊂ QT така, що

µ(Qδ
T ) < δ та yn → ȳ рiвномiрно на QT\Qδ

T . (1.108)

Далi ∫
QT

∣∣∣∣f(
t

εn
, yn(t, x))ϕ(x)η(t)− f̄(ȳ(t, x))ϕ(x)η(t)

∣∣∣∣dtdx ≤
≤
∫
QT

∣∣∣∣f(
t

εn
, yn(t, x))− f(

t

εn
, ȳ(t, x))

∣∣∣∣ |ϕ(x)| |η(t)| dtdx+

+

∫
QT

∣∣∣∣f(
t

εn
, ȳ(t, x))− f̄(ȳ(t, x))

∣∣∣∣ |ϕ(x)| |η(t)| dtdx =: I1 + I2.

I1 ≤
∫

QT \QδT

∣∣∣∣f(
t

εn
, yn(t, x))− f(

t

εn
, ȳ(t, x))

∣∣∣∣ |ϕ(x)| |η(t)| dtdx+

+

∫
QδT

C1(2 + |yn(t, x)|+ |ȳ(t, x)|) |ϕ(x)| |η(t)| dtdx =: I
(1)
1 + I

(2)
1

З (1.94) маємо

‖yn‖QT + ‖ȳ‖QT ≤ C6. (1.109)

Далi з (1.108), (1.109) i нерiвностi Гельдера

∀δ > 0 ∀n ≥ 1 I
(1)
1 ≤ C7 · δ

1
2 (1.110)

З умови (1.101) виводимо, що ∀ε > 0 ∃ λ > 0 ∀t ∈ [0, T ]

∀n ≥ 1 ∀ξ, z, |ξ − z| < λ :

∣∣∣∣f(
t

εn
, ξ)− f(

t

εn
, z)

∣∣∣∣ < ε.
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Отже,

∀δ > 0 ∃N1 ∀n ≥ N1 I
(2)
1 ≤ δ.

Для кожної функцiї yM(t, x) маємо∫
QT

∣∣∣∣f(
t

εn
, yM(t, x))− f̄(yM(t, x))

∣∣∣∣ |ϕ(x)| |η(t)| dtdx =

=
M∑
k=1

∫
AMk

∣∣∣∣f(
t

εn
, yMk )− f̄(yMk )

∣∣∣∣ |ϕ(x)| |η(t)| dtdx ≤

M∑
k=1

T∫
0

∣∣∣∣f(
t

εn
, yMk )− f̄(yMk )

∣∣∣∣ |η(t)| dt ·
∫
Ω

|ϕ(x)| dx→ 0, n→∞

Для кожного R > 0 iснує MR таке, що ∀M ≥MR ∀n ≥ 1∫
QT /QRT

∣∣∣∣f(
t

εn
, ȳ(t, x))− f(

t

εn
, yM(t, x))

∣∣∣∣ |ϕ(x)| |η(t)| dtdx < δ,

∫
QT \QRT

∣∣f̄(ȳ(t, x))− f̄(yM(t, x))
∣∣ |ϕ(x)| |η(t)| dtdx < δ.

Таким чином, вибираючи R таким, що µ(QR
T ) < δ, отримуємо

I2 ≤
∫
QRT

2C1(1 + |ȳ(t, x)|) |ϕ(x)| |η(t)| dxdt+ 2δ+

+

MR∑
k=1

T∫
0

∣∣∣∣f(
t

εn
, yMr

k )− f̄(yMr

k )

∣∣∣∣ |η(t)| dt ·
∫
Ω

|ϕ(x)| dx ≤ C8δ
1
2 + 3δ ∀n ≥ N2(R)

Об’єднавши всi цi нерiвностi, отримаємо (1.106).

Тодi (1.103)–(1.106) дає нам необхiдний результат про те, що {ȳ, ū} зада-

вольняє (1.97).

Доведемо, що {ȳ, ū} є оптимальним процесом у (1.97)–(1.99).
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Для кожного u ∈ U i вiдповiдного розв’язку yn задачi (1) маємо

J(yεn, uεn) ≤ J(yn, u).

Мiркуючи так само, як i в леми 1, ми отримуємо, що по пiдпослiдовностi

yn → y у сенсi (1.95), (1.96),

i y є в силу (1.100) єдиним розв’язком (1.97) для вiдповiдного керування u.

Пiсля переходу до границi отримуємоlim J(yεn, uεn) ≥ J(ȳ, ū),

lim J(yεn, uεn) ≤ J(y, u).
(1.111)

Отже, {ȳ, ū} є оптимальним процесом у (1.97)–(1.99).

Якщо ми покладемо u = ū у попереднiх мiркуваннях, ми отримаємо з

(1.111)

J(ȳ, ū) ≤ lim J(yεn, uεn) ≤ lim J(yεn, uεn) ≤ J (ȳ, ū).

З цих нерiвностей випливає (1.91). Теорема доведена.

1.5 Наближений синтез для нелiнiйно-збуреного еволюцiйного рiвняння

параболiчного типу

В цьому пiдроздiлi вивчена задача наближеного оптимального синтезу,

тобто керування в формi оберненого зв’язку (регулятора), для задачi оптималь-

ного керування розв’язками параболiчного з правою частиною виду εF (y), де

ε > 0− малий параметр, та з коерцитивним цiльовим функцiоналом. Вико-

риставши формулу оптимального регулятора незбуреної задачi, обгрунтовано

форму наближеного регулятора з переключенням для вихiдної задачi.

Нехай задано трiйку гiльбертових просторiв V ⊂ H ⊂ V ∗ з компактними

та щiльними вкладеннями. Позначимо через ‖·‖ та (·, ·) норму та скалярний
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добуток в просторi H вiдповiдно. Позначимо через ‖·‖V норму в просторi V.

Нехай при цьому

∀u ∈ V ‖u‖ ≤ c ‖u‖V .

Розглянемо задачу: 
dy
dt + Ay = εF (y) + u(t), t ∈ [0, T ]

y|t=0 = y0 ∈ H
(1.112)

u(t) ∈ U = {v ∈ H||(v,X)| ≤ ξ} ⊂ H (1.113)

J(y, u) = ‖y(T )‖2 + γ

∫ T

0

‖y(t)‖2 dt→ inf (1.114)

Тут ε ∈ (0, 1)− малий параметр, X ∈ H− фiксований елемент, ξ > 0 та γ > 0−

константи, A : V → V ∗− лiнiйний неперервний самоспряжений оператор,

〈Au, u〉 ≥ v1 ‖u‖2
V , (1.115)

нелiнiйне вiдображення F : H → H− неперервне i таке, що збурена

задача для кожного u(t) ∈ U має єдиний розв’язок. Наприклад, це виконується,

якщо F : H → H локально лiпшецеве, тобто

∀R > 0 ∃C(R) > 0 ∀y, z ∈ H, ‖y‖ ≤ R, ‖z‖ ≤ R ‖F (y)− F (z)‖ ≤ C(R) ‖y − z‖ .

(1.116)

За виконання цих умов вiдомо, що задача оптимального керування для

всiх ε ∈ (0, 1) має розв’язок. При цьому для незберенної задачi (тобто при ε = 0)

для широкого класу початкових даних i параметрiв вдається знайти формулу

оптимального керування в формi оберненого зв’язку. А саме, формула опти-

мального параметричного синтезу має вигляд:

u(t, y) =

−α(t)(y, x), t ∈ [0, τ ]

−ξ, t ∈ [τ, T ]
(1.117)
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де τ− корiнь рiвняння

α(τ)(y(τ), x) = ξ, (1.118)

y(·)− розв‘язок (1.112) при ε = 0 з керуванням u = −α(t)(y, x).

Зауважимо, що точка τ визначається як момент виходу керування на

обмеження.

Основна мета роботи полягає в тому, щоб показати, що формула (1.117)

визначає керування в формi обмеженного зв’язку, яке з одного боку, є близь-

ким до оптимального при достатньо малих значеннях параметра ε, а з iншого,

враховує можливий вихiд наближеного керування на обмеження.

Роглянемо задачу (1.112) при ε = 0 :
dy
dt + Ay = u(t), t ∈ [0, T ]

y|t=0 = y0 ∈ H
(1.119)

u(t) ∈ U = {v ∈ H||(v,X)| ≤ ξ} (1.120)

J(y, u) = ‖y(T )‖2 + γ

∫ T

0

‖u(t)‖2 dt→ inf (1.121)

Вважатимемо, що X = X1, де тут i надалi {λi}∞i=1 ⊂ (0,+∞), {Xi}∞i=1 ⊂

V− розв’язки спектральної задачi

AX = λX, X ∈ V.

Тодi задача розщеплюється на скiнченну кiлькiсть одновимiрних лiнiйно

квадратичних задач вигляду:
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
dyi
dt + λiyi = ui(t)

yi|t=0 = (y0, Xi)

‖yi(T )‖2 + γ
∫ T

0 u2
i (t)dt→ inf,

(1.122)

перша з яких має обмеження на керування:

|u1(t)| ≤ ξ. (1.123)

Використовуючи необхiднi i достатнi умови оптимальностi [15], можна

показати, що за виконання умов

|(y0, X1)|e−2λ1T

1
γ + 1

2λ1
(1− e−2λ1T )

< ξ1,
|(y0, X1)|e−2λ1T

1
γ + 1

2λ1
(1− e−2λ1T )

> ξ1 (1.124)

оптимальний регулятор незбуреної задачi має вигляд:

u(t, y) =

−
∑∞

i=2 αi(t)(y,Xi)Xi − α(t)(y,X1)X1, t ∈ [0, τ ]

−
∑∞

i=2 αi(t)(y,Xi)Xi − ξX1, t ∈ [τ, T ],
(1.125)

де τ = τ0− корiнь рiвняння

α(τ)(y(τ), X1) = ξ, (1.126)

функцiї αi(t), i ≥ 2 та α(t) = α1(t) визначаються рiвнiстю:

αi(t) =
e2λi(t−T )

1
γ + 1

2λi
(1− e2λi(t−T ))

, i ≥ 1 (1.127)

Для прикладу розглянемо тепловий процес:

A = −∆, V = H1
0(0, π), H = L2(0, π)
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U =

{
v ∈ L2(o, π)|

∣∣∣∣∫ π

0

v(x) sinxdx

∣∣∣∣ ≤ ξ

}
, (1.128)

Xi(x) = sin ix, λi = i2 i умови (1.124) гарантовано виконуються для наступної

множини початкових даних T > 0, ξ > 0, γ > 0, y0 ∈ L2(0, π) :

ξ

(
1

γ
+

1

2

)
eT ≤

∫ π

0

y0(x) sinxdx ≤ ξe2T

γ

Далi обгрунтуємо процедуру наближеного регулятора. Спочатку заува-

жемо, що вказанi умови забезпечуються для вихiдної збуреної задачi iснування

розв’язку

{yε, uε} ∈ W (0, T )× L2(0, T,H),

де W (0, T ) = {y ∈ L2(0, T ;W )|dydt ∈ L
2(0, T, V ∗)}. Розглянемо задачу

dy
dt + Ay = εF (y)−

∑∞
i=1 αi(t)(y,Xi)Xi,

y|t=0 = y0.
(1.129)

Вiдзначимо, що для довiльного i ≥ 1 функцiї αi(·) монотонно зростають та

задовольняють нерiвностям 0 ≤ αi(t) ≤ γ. Тодi вiдображення F1 : [0, T ]×H →

H, визначине формулою:

F1(t, y) = −
∞∑
i=1

αi(t)(y,Xi)Xi,

є неперервним по t i глобально лiпшицевим по y. Тодi задача (1.129) є одночасно

розв’язною в W (0, T ), тобто iснує єдиний розв’язок задачi (1.129) yε ∈ W (0, T ).

Теорема 1.8. Нехай початковi данi задовольняють умови (1.124). Тодi

для достатньо малих ε > 0 рiвняння

α(τ)(yε(τ), X) = ξ

має корiнь τ = τε.
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Бiльш того, справедлива нерiвнiсть.

|τε−τ0| ≤ Kε

для деякої сталої K>0, що не залежить вiд ε.

Наступна теорема є основним результатом пiдроздiлу i обгрунтовує на-

ближений синтез у вихiднiй збуренiй задачi (1.112).

Теорема 1.9. Регулятор, визначений формулою (1.125), з точкою пе-

реключення τ = τε з попередньої теореми є наближеним до оптимального в

такому сенсi: для будь-якого δ > 0 iснує таке значення ε0 > 0, що для всiх

ε ∈ (0, ε0), справедливо, що:

|J(yε, uε)− J(yε, uε(t, yε))| < δ,

де yε− розв’язок задачi (1.112) з керуванням uε(t, yε).

Доведення. Для доведення теореми достатньо показати, що

J(yε, uε)→ J(y, u), ε→ 0, (1.130)

J(yε, uε(t, yε))→ J(y, u), ε→ 0, (1.131)

де {y, u}− оптимальний процес незбуреної задачi. Вiдзначимо, що виконання

останньої збiжностi випливає з того, що для вихiдної задачi для всiх t ∈ [0, T ] :

u(t) = u(t, y(t)) =

−
∑∞

i=1 αi(t)(y(t), xi)xi, t ∈ [0, τ0],∑∞
i=1 αi(t)(y(t), xi)xi − ξx1, t ∈ [τ0, T ],

де τ0− корiнь рiвняння α(τ)(y(τ), x) = ξ. Оскiльки τε → τ0 при ε → 0, то

справедливо, що yε(τε)→ y(τ0) при ε→ 0. Тодi отримуємо, що y = y. Отже

uε(t, yε(t))→ u(t, y(t))
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в просторi L2(0, T ;H) при ε→ 0, звiдки й отримуємо шукане.

Доведемо тепер першу граничну рiвнiсть. З коерцетивностi функцiоналу

J випливає, що з точнiстю до послiдовностi справедлива збiжнiсть:

uε → û при ε→ 0 слабко в просторi L2(0, T ;H). Тодi з [8] отримуємо, що

yε → ŷ при ε → 0 слабко в просторi C([0, T ];H), де ŷ− розв’язок незбу-

реної задачi з керуванням û. При цьому для всiх u ∈ U

J(y−ε, u−ε) ≤ J(yε, u).

Проводячи аналогiчнi попереднiм мiркування, отримаємо, що yε → ε при ε→ 0

слабко в просторi C([0, T ];H), де y− єдиний розв’язок задачi з керуванням u.

Тодi

limJ(yε, uε) ≥ J(ŷ, û).

Крiм того,

limJ(yε, uε) ≤ J(yε, u) = J(y, u).

Таким чином, процес (ŷ, û) є оптимальним. Теорему доведено.



РОЗДIЛ 2 ЯКIСНА ПОВЕДIНКА ЗБУРЕНИХ СИСТЕМ

2.1 Рiвномiрнi атрактори дисипативних iмпульсно-збурених систем

Припустимо, що маємо еволюцiйну неперервну систему, тобто сiм’ю K

неперервних вiдображень ϕ : [0,+∞)→ X таких, що

(A1) ∀x ∈ X ∃ϕ ∈ K such that ϕ(0) = x;

(A2) ∀ϕ ∈ K ∀τ ≥ 0 ϕ(·+ τ) ∈ K.

В застосуваннях сiм’яK породжується автономним еволюцiйним рiвнянням, що

є глобально розв’язним в фазовому просторi X. Єдинiсть розв’язку не припу-

скається.

Iмпульсна система {K,M, I} це еволюцiйна система така, що фазова то-

чка x(t) рухається вздовж траєкторiйK поки не досягне фiксованої пiдмножини

M ⊂ X, що називається iмпульсною множиною. В цей момент τ (що не є фi-

ксованим i залежить вiд конкретної траєкторiї) фазова точка “стрибає” в нове

положення x+(τ) ∈ Ix(τ), де I : M → X називається iмпульсним вiдображен-

ням. Пiсля цього фазова точка x продовжує свiй рух вздовж траєкторiї K до

наступної зустрiчi iзM . Тривiальний приклад – м’яч, що пiдстрибує, описується

фазовим вектором

 x

ẋ

, де “стрибки” означають миттєву змiну ẋ, коли x до-

сягає певної поверхнi M . За вiдповiдних припущень (див. означення 2.1 нижче)

така iмпульсна система може бути розглянута як багатозначна (розривна) дина-

мiчна система. Якщо ця система є дисипативною, то її гранична поведiнка може

бути описана дослiдженням властивостей рывномiрного атрактора - мiнiмальної
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компактної рiвномiрно притягаючої множини у фазовому просторi. Основною

метою данного пiдроздiлу є надати ефективнi достатнi умови для дослiдження

таких множин в термiнах K,M , I. Отриманi умови в наступних пiдроздiлах ми

застосовуємо до вивчення якiсної поведiнки iмпульсних ситем породжених ево-

люцiйними задачами реакцiї-дифузiї та iмпульсно-збуреними хвильовими рiв-

няннями.

Нехай (X, ‖ · ‖) – банахiв простiр; P (X)(β(X)) – множина всiх непоро-

жнiх (непорожнiх обмежених) пiдмножин простору X. Нехай K – еволюцiйна

неперервна система на X,

Kx = {ϕ ∈ K : ϕ(0) = x} ;

M ⊂ X – iмпуьсна множина; I : M → P (X) – iмпульсне вiдображення.

Для x ∈ M позначимо через x+ деякий елемент Ix. Для ϕ ∈ K позначи-

мо M+(ϕ) =
⋃
t>0

ϕ(t)
⋂
M . В точках “стрибкiв” ми припускаємо неперервнiсть

справа для iмпульсних траєкторiй. Для коректної визначеностi нашої iмпульсної

задачi припустимо виконання наступних умов.

(A3) M ⊂ X is closed, I : M → P (X) є замкненозначним;

(A4) M
⋂
IM = ∅;

(A5) ∀x ∈M ∀ϕ ∈ Kx ∃τ = τ(ϕ) > 0 таке, що ∀t ∈ (0, τ) ϕ(t) /∈M .

Цi припущення дозволяють нам стверджувати [49], що для кожного ϕ ∈

K або M+(ϕ) = ∅ або ∃s = s(ϕ) > 0 таке, що ϕ(s) ∈ M i ϕ(t) /∈ M ∀t ∈ (0, s).

Ця функцiя s : K → (0,+∞] (покладемо s(ϕ) = +∞ if M+(ϕ) = ∅) грати-

ме важливу роль в подальшому. Зокрема, вона дозволяє означити iмпульсну

траєкторiю ϕ̃.
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То ж, нехай x0 ∈ X i ϕ0 ∈ Kx0
– довiльнi. Якщо s(ϕ0) = +∞, тодi

ϕ̃(t) = ϕ0(t) ∀t ≥ 0. В iншому випадку, покладемо s0 = s(ϕ0), i

ϕ̃(t) =

 ϕ0(t), t ∈ [0, s0)

x+
1 ∈ Iϕ0(s0), t = s0.

Нехай ϕ1 ∈ Kx+
1
. Якщо s(ϕ1) = +∞, тодi ϕ̃(t) = ϕ1(t − s0) ∀t ≥ s0. В iншому

випадку, покладемо s1 = s(ϕ1), i

ϕ̃(t) =

 ϕ1(t− s0), t ∈ [s0, s0 + s1)

x+
2 ∈ Iϕ1(s1), t = s0 + s1.

Продовжуючи цей процес, ми отримаємо iмпульсну траєкторiю ϕ̃ зi скiнченною

або нескiнченною кiлькiстю iмпульсних точок {x+
n }n≥1 ⊂ IM , вiдповiднi часовi

iнтервали мiж стрибками {sn}n≥0, i функцiї {ϕn}n≥0 ⊂ K, такi, що ∀n ≥ 0

∀t ≥ 0

ϕ̃(t) =

 ϕn(t− tn), t ∈ [tn, tn+1)

x+
n+1 ∈ Iϕn(sn), t = tn+1,

де t0 = 0, tn+1 =
n∑
k=0

sk.

Позначимо через K̃ (K̃x) множину всiх (починаючи iз x) iмпульсних тра-

єкторiй. Припустимо виконання наступних умов.

(A6) ∀x ∈ X, ∀ϕ̃ ∈ K̃x:

ϕ̃ визначена на [0,+∞), тобто або кiлькiсть стрибкiв є не бiльш нiж скiн-

ченною (включаючи неiмпульсний випадок), або
∞∑
n=0

sn =∞.

Зауваження 2.1. Згiдно нашої побудови iмпульсна траєкторiя може стар-

тувати iз M , але не може належати M в довiльний момент часу, тобто

∀x ∈ X ∀ϕ̃ ∈ K̃x ∀t > 0 : ϕ̃(t) /∈M.



57

Означення 2.1. Багатозначне вiдображення G̃ : [0,+∞) × X → P (X)

задане, як

G̃(t, x) = {ϕ̃(t) : ϕ̃ ∈ K̃x}, (2.1)

називається iмпульсною (або розривною) багатозначною динамiчною системою.

Можна показати [48], що G̃ є багатозначним напiвпотоком (м-напiвпотоком),

тобто

∀x ∈ X G̃(0, x) = x,

∀t, s ≥ 0 G̃(t+ s, x) ⊆ G̃(t, G̃(s, x)).

В останньому вкладеннi рiвнiсть має мiсце, якщо ∀ϕ, ψ ∈ K таких, що ϕ(0) =

ψ(s) функцiя конкатенацiї θ(p) =

 ψ(p), p ∈ [0, s)

ϕ(p− s), p ≥ s
належить K.

Означення 2.2. Компактна множина Θ ⊂ X називається рiвномiрним

атрактором м-напiвпотоку G̃, якщо Θ є рiвномiрно притягуючою множиною,

тобто ∀B ∈ β(X)

dist(G̃(t, B),Θ)→ 0 as t→∞,

i Θ є мiнiмальною множиною серед усiх замкнених рiвномiрно притягуючих

множин.

Зауваження 2.2. В класичнiй теорiї динамiчних систем (де G̃ є одно-

значним i неперервним вiдображенням) рiвномiрний атрактор спiвпадає iз гло-

бальним атрактором, тобто компактною, iнварiантною, рiвномiрно притягую-

чою множиною. Як було показано у [87] ми не можемо очiкувати iнварiантнiсть

атрактора в iмпульсному випадку.

Наступна лема забезпечує критерiй того, що дисипативний напiвпотiк

має рiвномiрний атрактор.

Лема 2.1. [38] Припустимо, що м-напiвпотiк G̃ є дисипативним, тоб-

то iснує B0 ∈ β(X) таке, що для кожної пiдмножини B ∈ β(X) iснує момент
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часу T = T (B) > 0:

∀t ≥ T (B) G̃(t, B) ⊂ B0.

Тодi G̃ має рiвномiрний атрактор тодi i лише тодi, коли G̃ є асимптотично

компактним, тобто ∀tn ↗ ∞ i для всiх обмежених послiдовностей {xn} ∈

β(X) кожна послiдовнiсть {ξn = G̃(tn, xn)} має збiжну пiдпослiдовнiсть.

В застосуваннях дисипативнiсть може бути перевiрена (можуть з’явитися

лише технiчнi труднощi) за допомогою апрiорних оцiнок для траєкторiй K. Але

перевiрка асимптотичної компактностi для нескiнченновимiрної iмпульсної за-

дачi є набагато делiкатнiшою проблемою. Ця властивiсть може не виконуватись

навiть у найпростiших випадках.

Приклад 2.1. Розглянемо наступну параболiчну задачу в обмеженiй обла-

стi Ω ⊂ Rn: 
∂ϕ
∂t = 4ϕ

ϕ|∂Ω = 0.

В фазовому просторi X = L2(Ω) iз L2-нормою ‖ · ‖ ця задача є однозначно

глобально розв’язною, i глобально експоненцiйно стiйкою, тобто

∀t ≥ 0 ‖ϕ(t)‖ ≤ e−λ1t‖ϕ0‖,

де λ1 > 0 – це перше власне число оператора −4 в H1
0 .

Розглянемо iмпульснi параметри:

M = {ϕ ∈ X : ‖ϕ‖ = ε}, ε > 0

I : M → X, Iϕ = (1 + µ)ϕ, µ > 0

Можна довести [86], що ∀ε > 0 i ∀µ > 0 така iмпульсна система задовольняє

припущення (A1) – (A6), i є дисипативною. Але вона не є асимптотично компа-

ктною. Отже, не має рiвномiрного атрактора.
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Причиною є те, що кожна траєкторiя зустрiчає iмпульсну множину M

надто часто, тому множина iмпульсних точок не є компактною.

Для подальшого розгляду нам потрiбно додатковi припущення, що вико-

нуються для бiльшостi еволюцiйних систем K.

(A7) Для довiльної послiдовностi {xn}, xn → x при n → ∞, i для довiльної

ϕn ∈ Kxn iснує ϕ ∈ Kx таке, що по деякiй пiдпослiдовностi ϕn(t) → ϕ(t)

∀t ≥ 0.

(A8) ∀r > 0 ∃c1(r) таке, що ∀x, ‖x‖ ≤ r, ∀ϕ ∈ Kx, and ∀t ≥ 0: ‖ϕ(t)‖ ≤ c1(r).

Лема 2.2. Припустимо, що iмпульсна система {K,M, I} задовольняє

умови (A1) – (A8), вiдповiдний м-напiвпотiк G̃ є дисипативним, i iснує ком-

пактно вкладений простiр Y b X такий, що:

(A9) ∀t > 0, ∀r > 0 iснує c2(t, r) таке, що ∀x, ‖x‖ ≤ r i ∀ϕ ∈ Kx виконується

‖ϕ(t)‖Y ≤ c2(t, r);

(A10) ∀r > 0 ∃c3(r) таке, що ∀x ∈M
⋂
Y , ‖x‖Y ≤ r i ∀x+ ∈ Ix виконується

‖x+‖Y ≤ c3(r);

(A11) ∃s > 0 таке, що ∀x ∈ I(M
⋂
Y ), ∀ϕ ∈ Kx виконується s(ϕ) ≥ s.

Тодi iмпульсний м-напiвпотiк G̃ має рiвномiрний атрактор.

Зауваження 2.3. З Y b X випливає, що ∃α > 0 таке, що ∀x ∈ Y ‖x‖ ≤

α‖x‖Y , i якщо ‖xn‖Y ≤ c, тодi з точнiстю до пiдпослiдовностi xn → x в X.

Зауваження 2.4. Припущення (A9) означає, що K породжує компактну

напiвгрупу.
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Доведення. З дисипативностi м-напiвпотоку G̃ випливає, що ∀r > 0

∃T (r) таке, що ∀x, ‖x‖ ≤ r, ∀ϕ̃ ∈ K̃x, i ∀t ≥ T (r): ‖ϕ̃(t)‖ ≤ R0. Бiльше того,

поєднуючи (A8), (A10), i (A11) отримуємо, що ∃c(r) таке, що ∀t ∈ [0, T (r)]

‖ϕ̃(t)‖ ≤ c(r). Тому можемо зробити висновок, що:

∀r > 0 ∃c(r) таке, що ∀x, ‖x‖ ≤ r, ∀ϕ̃ ∈ K̃x, ∀t ≥ 0

‖ϕ̃(t)‖ ≤ c(r) +R0 =: D(r) (2.2)

В силу леми 2.1 нам потрiбно довести, що множина:

{ξm = ϕ̃m(tm) : ϕ̃m ∈ K̃xm, ‖xm‖ ≤ r, tm ↗∞}

є передкомпактною в X.

Тому, ми розглядаємо iмпульсну траєкторiю ϕ̃m, що складається iз iм-

пульсних точок {x(m)+
n }n≥1 ⊂ I(M

⋂
Y ), часових iнтервалiв {s(m)

n }n≥0, i функцiй

{ϕ(m)
n }n≥0 ⊂ K. Ми маємо наступнi альтернативи.

a) Якщо tm < s
(m)
(0) = s

(
ϕ

(m)
(0)

)
≤ ∞, тодi

ξm = ϕ̃m(tm) = ϕ
(m)
0 (tm) = ϕ

(m)
0 (1 + tm − 1),

ϕ
(m)
0 (·+ tm − 1) ∈ K

ϕ
(m)
0 (tm−1)

,

‖ϕ(m)
0 (tm − 1)‖ ≤ D(r).

Отже, в силу (A9) матимемо, що

‖ξm‖Y ≤ c2(1, D(r)).

Тому {ξm} є передкомпактною в X.

b) Якщо tm = s(ϕ
(m)
0 ), тодi ξm = ϕ̃m(tm) ∈ Iϕ

(m)
0 (tm). Тому в силу (A10)

‖ξm‖Y ≤ c3(c2(1, D(r))), i {ξm} є передкомпактною в X.
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c) Якщо tm > s(ϕ
(m)
0 ), тодi для деякого n = n(m) ≥ 1

ξm = ϕ̃m(tm) = ϕ(m)
n

(
tm −

m∑
k=0

smk

)
, ϕ(m)

n ∈ K
x

(m)+
n

,

або ξm = x
(m)+
n+1 , i в силу (2.2) i (A10), ∀n ≥ 1

‖x(m)+
n ‖Y ≤ c3(D(r)).

Позначимо τm = tm −
m∑
k=0

smk , ηm = x
(m)+
n . Тодi з точнiстю до пiдпослiдов-

ностi ηm → η в X.

Якщо τm → τ ≥ 0, тодi в силу (A7) для деякого ϕ ∈ Kη з точнiстю до

пiдпослiдовностi

ϕ(m)
n (τm)→ ϕ(τ) при m→∞.

Отже, {ξm} є передкомпактною.

В iншому випадку τm →∞. Тодi, мiркуючи аналогiчним чином до початку

доведення, отримуємо

‖ξm‖Y ≤ c2 (1, D(r)) .

Лема 2.3. Припустимо, що iмпульсна система {K,M, I} задовольняє

умови (A1) – (A8), вiдповiдний м-напiвпотiк G̃ є дисипативним, i iснує ком-

пактно вкладений простiр Y b X такий, що:

(A9’) ∀x ∈ X, ∀ϕ ∈ Kx, and ∀t ≥ 0,

ϕ(t) = ϕ1(t) + ϕ2(t),

де

‖ϕ1(t)‖Y ≤ c4 (‖x‖) , c4(·) є неперервною на [0,+∞],

‖ϕ2(t)‖ ≤ c5‖x‖e−δt, де δ > 0, i c5 ≥ 0 є сталими;
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(A10’) ∃x ∈ X: ∀r > 0 ∃c6(r) таке, що ∀x ∈M , ‖x‖ ≤ r, i ∀x+ ∈ Ix виконується

‖x+ − x‖Y ≤ c6(r);

(A11’) ∃s > 0 таке, що ∀x ∈ IM , ∀ϕ ∈ Kx виконується s(ϕ) ≥ s.

Тодi iмпульсний м-напiвпотiк G̃ має рiвномiрний атрактор.

Зауваження 2.5. Припущення (A9’) означає, що K породжує асимпто-

тично компактну напiвгрупу.

Доведення. Альтернативи a) – c) доведення є такими ж як у доведеннi

леми 2.2. Розглянемо iмпульсну траєкторiю ϕ̃m з компонентами
{
x

(m)+
n

}
n≥1
⊂

IM ,
{
s

(m)
n

}
n≥0

,
{
ϕ

(m)
n

}
n≥0
⊂ K, ‖ϕ̃m(0)‖ ≤ r, i (2.2) виконується.

a) Якщо tm < s
(m)
0 = s(ϕm0 ) ≤ ∞, тодi в силу (A9’)

ξm = ϕ̃m(tm) = ϕ
(m)
0 (tm) =

(
ϕ

(m)
0

)
1

(tm) +
(
ϕ

(m)
0

)
2

(tm),

де ‖
(
ϕ

(m)
0

)
1

(tm)‖Y ≤ c4(r), ‖
(
ϕ

(m)
0

)
2

(tm)‖ ≤ c5re
−δtm.

Тому перший доданок має збiжну пiдпослiдовнсть, а другий доданок пря-

мує до нуля при m→∞. Тому {ξm} є передкомпактною.

b) Якщо tm = s
(m)
0 , тодi

ξm = ϕ̃(tm) ∈ Iϕ(m)
0 (tm).

В силу випадку a) ми маємо, що

‖ϕ(m)
0 (tm)‖ ≤ αc4(r) + c5r.

Тому iз (A11’)

‖ξm − x‖Y ≤ c6 (αc4(r) + c5r) .

Це означає передкомпактнiсть {ξn} в X.
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c) Якщо tm > s
(
ϕ

(m)
0

)
, тодi для деякого n = n(m) ≥ 1

ξm = ϕ̃(tm) = ϕ(m)
n (τm), ϕ(m)

n ∈ Kηm,

де τm = tm −
m∑
k=0

s
(m)
k , ηm = x

(m)+
n .

В силу (A10’):

‖ηm − x‖Y ≤ c6 (D(r)) .

Тому з точнiстю жо пiдпослiдовностi ηm → η в X. Пiсля цього ми можемо

повторити мiркування iз леми 2.2 i закiнчити доведення.

2.2 Застосування до iмпульсної системи реакцiя-дифузiя

Розглядається система типу реакцiї-дифузiї ∂u
∂t = A4u+ εf(u), t > 0, x ∈ Ω,

u|∂Ω = 0,
(2.3)

де Ω ⊂ Rd є обмеженою областю, ε > 0 – малий параметр, u = (u1, . . . , uN)T –

невiдома вектор-функцiя, A є N × N -вимiрною матрицею з додатньо симетри-

чною частиною A+AT

2 ≥ βI, β > 0, f = (f1, . . . , fN)T є неперервною нелiнiйною

вектор-функцiєю взаємодiї,

sup
u∈RN

‖f(u)‖RN ≤ C. (2.4)

Вiдомо [38], що за таких припущень для кожного u(0) ∈ X =
(
L2(Ω)

)N iснує

(можливо неєдиний) глобальний слабкий розв’язок задачi (2.3), i кожний слаб-

кий розв’язок належить C ([0,+∞), X).

Розглянемо наступну iмпульсну задачу.

M =

{
u ∈ X :

N∑
i=1

(ui, ψ)2 = 1

}
,
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де ψ вибирається як один iз розв’язкiв спектральної задачi

4ψ = −λψ, ψ ∈ H1
0(Ω).

Покладемо L = {cψ : c ∈ RN}. Тодi X = L⊕L⊥ i покладемо для u ∈M ,

u = cψ + u⊥, u⊥ ∈ L⊥,
N∑
i=1

c2
i = 1

I(u) =

{
v = dψ + u⊥ :

N∑
i=1

d
2

i = 1 + µ

}
.

Зауваження 2.6. У випадку N = 1 описана iмпульсна задача складає-

ться iз зростаючої в 1 + µ разiв величини (u, ψ)2.

Нехай K – множина глобальних слабких розв’язкiв задачi (2.3).

Теорема 2.1. Iмпульсна система {K,M, I} має рiвномiрний атрактор

в фазовому просторi X.

Доведення. Перевiримо припущення iз леми 2.2. Впродовж доведення

стала C означатиме сталу, що залежить вiд параметрiв (2.3).

Вiдомо, що K задовольняє (A1), (A2), (A7), (A8). Бiльше того, для ко-

жного u ∈ K

∀t ≥ 0 ‖u(t)‖2
X ≤ ‖u(0)‖2

Xe
−βt + 1 (2.5)

Додатково для Y =
(
H1

0(Ω)
)N
b X припущення (A9) виконується. Вiзьмемо

u ∈M
⋂
Y . Тодi

‖u‖2
Y = ‖cψ‖2

Y + ‖u⊥‖2
Y .

I для довiльного u+ ∈ I(u)

‖u+‖2
Y = ‖dψ‖2

Y + ‖u⊥‖2
Y .

Тому, якщо ‖u‖2
Y ≤ r2, тодi

‖u+‖2
Y ≤ r2 + ‖ψ‖2

Y

(
N∑
i=1

d
2

i −
N∑
i=1

c2
i

)
≤ r2 + µ‖ψ‖2

Y .
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Отже, (A10) виконується.

Також легко бачити, що M ⊂ X є замкненою, ∀u ∈ X I(u) є замкненим,

M
⋂
IM = ∅. Тому (A3) i A(4) мають мiсце.

Для перевiрки iнших припущень нам потрiбен бiльш детальний аналiз

нашої системи. Розглянемо наступнi позначення:

v(t) =


(u1(t), ψ)

. . .

(uN(t), ψ)

 , f(u(t)) =


(f1(u), ψ)

. . .

(fN(u), ψ)

 .

Тодi iз (2.3) отримаємо

d

dt
v(t) + λAv(t) = εf(u(t)). (2.6)

I пiсля множення на v(t) in RN отримаємо

1

2

d

dt
‖v(t)‖2

RN + λ (Av(t), v(t))RN = ε
(
f(u(t)), v(t)

)
RN

Отже,

d

dt
‖v(t)‖2

RN + λ
((
A+ AT

)
v(t), v(t)

)
RN = 2ε

(
f(u(t)), v(t)

)
RN . (2.7)

Тому ∀t ≥ 0
N∑
i=1

(ui(t), ψ)2 ≤
N∑
i=1

(ui(0), ψ)2e−βλt + ε2C. (2.8)

Тепер розглянемо

gε(t) = ‖v(t)‖2
RN =

N∑
i=1

(ui(t), ψ)2.

Тут iндекс ε означає, що u(t) = (u1(t), . . . , uN(t))T є розв’язком задачi (2.3) iз

ε > 0.

Припустимо, що u0 ∈M . Тодi gε(0) = 1, i в силу (2.7) маємо, що

g
′

ε(0) ≤ −2βλ+ 2εC. (2.9)
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Нерiвнiсть (2.9) означає, що для досить малих ε > 0 є справедливим, що g′ε(0) ≤

−βλ. Тому для таких ε > 0 ∃τ = τ(u0, ε): ∀t ∈ (0, τ) gε(t) < 1. Отже, (A5)

виконується.

Тепер вiзьмемо u0 ∈ IM . Припустимо, що sε > 0 – перша зустрiч M i

u ∈ Ku0
. Тодi gε(sε) = 1, тобто в силу (2.7)

1 + λ

sε∫
0

((
A+ AT

)
v(t), v(t)

)
RN = 1 + µ+ 2ε

sε∫
0

(
f(u(t)), v(t)

)
RN

В силу (2.8) ∀t ∈ [0, sε]

‖v(t)‖2
RN ≤ 1 + µ+ ε2C ≤ 2 + µ

для досить малих ε.

Тому

|
((
A+ AT

)
v(t), v(t)

)
RN | ≤ 2‖A‖(2 + µ),

and

2λ‖A‖(2 + µ)sε ≥ µ− 2εC
√

2 + µsε.

Нарештi,

sε ≥
µ

2λ‖A‖(2 + µ) + 2C
√

2 + µ
=: s (2.10)

Отже, (A11) виконується.

Залишилось довести властивiсть дисипативностi. Розглянемо ϕ̃ ∈ K̃u0

with ‖u0‖ ≤ r.

Якщо ϕ̃ не має iмпульсного збурення, тодi iз (2.5)

∀t ≥ T =
2

β
ln r : ‖ϕ̃(t)‖X ≤

√
2. (2.11)

В iншому випадку, не втрачаючи загальностi, можемо припустити, що u0 ∈ IM ,

‖u0‖ ≤ r, and ϕ̃ має стрибки в моменти {s0, s0 + s1, . . .} з iмпульсними точками
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{y+
i }i≥1. Тодi, використовуючи (2.10) i нерiвнiсть ‖u+‖ = ‖u‖2 + µ ∀u ∈ M ,

маємо, що для k ≥ 0

‖u+
k+1‖

2 ≤ ‖u0‖2e−β(k+1)s + (1 + µ)
k∑
i=0

e−βis. (2.12)

Поєднуючи (2.11) i (2.12), отримаємо потрiбну дисипативнiсть. Теорема доведе-

на.

2.1 Застосування до iмпульсно-збуреного хвильового рiвняння

В обмеженiй областi Ω ⊂ Rn розглянемо задачу: utt + βut −∆u+ εf(u) = 0

u|∂Ω = 0
(2.13)

Тут β > 0 – коефiцiєнт дисипацiї, ε ∈ (0, 1) – малий параметр,

sup{|f(u)|+ |f ′(u)| | u ∈ R} ≤ c

Цi умови гарантують [150] однозначну глобальну розв’язнiсть задачi (2.13) у

фазовому просторi E = H1
0(Ω)×L2(Ω) в такому сенсi: для будь-яких початкових

даних z0 =

 u

ut

 ∈ E iснує єдиний розв’язок задачi (2.13) z =

 u

ut

 ∈
C([0,+∞);E), а вiдповiдна напiвгрупа V : R+ × E → E, V (t, z0) = z(t) є

неперервною, задовольняє для деяких сталих 1 > 0, 2 > 0, δ1 > 0 оцiнку:

∀t ≥ 0 ||z(t)||2E ≤ K1||z(0)||2Ee−δ1t +K2ε, (2.14)

та допускає декомпозицiю вигляду:

||V1(t, z)||E1
≤ c1(r) (2.15)
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V2(t, z) = V2(t)z, V2(t) ∈ L(E,E), ||V2(t)||L(E) ≤ c2e
( − δt) (2.16)

з простором E1 = (H2(Ω)∩H1
0(Ω))×H1

0(Ω). Розглянемо енергетичний функцiо-

нал lp : E → R вигляду:

lp(z) =

(
p∑
i=1

{λi(u, ψi)2 + (v, ψi)
2}

) 1
2

, z =

 u

v

 ∈ E,
де {λi}∞i=1 ⊂ (0,+∞), {ψi}∞i=1 ⊂ H2(Ω)∩H1

0(Ω) – власнi числа та власнi вектори

оператора −∆ в просторi H1
0(Ω). На траєкторiях задачi (2.13) розглянемо таку

iмпульсну задачу: фазова точка z(t) =

 u(t)

ut(t)

 при зустрiчi з iмпульсною

множиною:

M =

z =

 u

v

 ∈ E : lp(z) = a, ||u||H1
0 (Ω) ≤ γ

 , γ < a (2.17)

переводиться в нове положення z+ = Iz, що належить множинi:

M ′ = {z ∈ E : lp(z) = a(1 + µ)} , (2.18)

де iмпульсне вiдображення I : M →M ′ має вигляд:

для z =
∞∑
i=1

 ci

di

ψi ∈M : Iz =

p∑
i=1

 ci

di

ψi + z (2.19)

де (
p∑
i=1

{λi(c′i)2 + (d′i)
2}

) 1
2

= a(1 + µ),

z ∈ E – фiксоване,

z =
∞∑

i=p+1

 ci

di

ψi.

Тобто iмпульсне вiдображення I змiнює першi p координат, збiльшуючи в 1 +µ

разiв цiльовий функцiонал, та фiксує всi iншi координати, починаючи з p+ 1.
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Теорема 2.2. Iмпульсно-збурена система (2.13), (2.17) – (2.19) при до-

статньо малих ε > 0 породжує iмпульсну динамiчну систему G : R+ × E →

E, для якої iснує рiвномiрний атрактор Θ.

Доведення. Як вiдомо, iмпульсна динамiчна система у нормованому фа-

зовому просторiE будується за допомогою неперервної напiвтрупи V : R+×E →

E, iмпульсної множини M ⊂ E та iмпульсного вiдображення I : N → E. Рух

вздовж iмпульсної траєкторiї, яку вважатимемо неперервною справа, вiдбува-

ється по траєкторiях V до моменту часу τ , коли фазова точка z(t) досягає

множини M . В цей момент вона миттєво переводиться в нове положення Iz(τ).

Для коректностi побудови такої системи припускатимемо, що:

M - замкнена множина та M ∩ IM = ∅ (2.20)

∀z ∈M ∃τ = τ(z) > 0 : ∀t ∈ (0, τ) V (t, z) /∈M (2.21)

Кожна iмпульсна траєкторiя визначена на [0,+∞) (2.22)

То ж перевiримо виконання умов (2.20) – (2.22). Умова (2.20) очевидно вико-

нується. Доведемо справедливiсть умови (2.21). Для ui(t) = (u(t), ψi), де u(·) –

розв’язок (2.13) маємо, що: ∀i ≥ 1

1

2

d

dt
(λiu

2
i (t) + (u′i(t))

2) + β(u′i(t))
2 = −ε(f(u), ψi)u

′
i(t). (2.23)

Зокрема,

1

2

d

dt
l2p(z(t)) + β

p∑
i=1

(u′i(t))
2 ≤ εc1

(
p∑
i=1

(u′i(t))
2

) 1
2

.

∀t ≥ 0 l2p(z(t)) + β

∫ t

0

p∑
i=1

(u′i(s))
2ds ≤ l2p(z(0)) +

ε2c2
1

β
t. (2.24)

Якщо z(0) ∈M , то:
p∑
i=1

(u′i(0))2 = a2 −
p∑
i=1

λiu
2
i (0) ≥ a2 − γ2.
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Тодi з неперервностi u′i(t) випливає, що для деякого τ > 0 справедливо, що

∀t ∈ [0, τ ]
p∑
i=1

(u′i(t))
2 ≥ a2 − γ2

2
.

Тодi з (2.24) для довiльного t ∈ [0, τ ] маємо:

l2p(z(t)) +
β

2
(a2 − γ2)t ≤ a2 +

ε2c2
1

β
t.

Таким чином, для достатньо малих ε > 0 для всiх t ∈ (0, τ): lp(z(t)) < a, отже,

отримуємо умову (2.21). Для перевiрки умови (2.22) доведемо наступне

∃s > 0 ∀z ∈ IM s(z) ≥ z. (2.25)

Вiдомо [150], що ui(t) задовольняє оцiнку типу (2.14):

∀t ≥ 0 (u′i(t))
2 + λiu

2
i (t) ≤ K1((u

′
i(0))2 + λiu

2
i (0))e−δ1t +K2ε. (2.26)

Тепер нехай z0 ∈ IM , i s(z0) – момент першого потрапляння траєкторiї (2.13)

на M . Тодi з нерiвностi:

∀t ≥ 0 l2p(z(t)) ≤ K1l
2
p(z(0))e−δ1t +K2pε

отримуємо:

∀t ≥ 0

p∑
i=1

(u′i(t))
2 ≤ K1a

2(1 + µ)2 +K2pε.

Використаємо (2.23) для s = s(z0). Маємо:

a2(1 + µ)2 − a2 = 2β

∫ s

0

p∑
i=1

(u′i(t))
2dt+ +2ε

∫ s

0

p∑
i=1

(f(u(t)), ψi)u
′
i(t)dt ≤

≤ 2β(K1a
2(1 + µ)2 +K2pε)s+ +

ε2c2
1

β
s+ β(K1a

2(1 + µ)2 +K2pε)s,

тобто:

s ≥ a2(1 + µ)2 − a2

3β(K1a2(1 + µ)2 +K2pε) + ε2c21
β

=: s (2.27)
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Нерiвнiсть (2.27) означає, що виконується умова (2.22), тобто система (2.13),

(2.17) – (2.19) породжує iмпульсну динамiчну систему G : R+ × E → E, для

якої виконуються умови (2.20) – (2.22) та (2.15),(2.16), (2.25). Залишилось до-

вести дисипативнiсть iмпульсної динамiчної системи G. За вiдсутностi iмпуль-

сних збурень з оцiнки (2.14) виводимо, що для ||z(0)||E ≤ r iснує таке значення

T1 = T1(r), що для всiх t ≥ T1 ||z(t)||E ≤
√

2. Якщо z(s) ∈M , то з (2.26):

a2 ≤ K1r
2e−δ1s +K2εp.

Звiдси

s ≤ T2 = T2(r) =
1

δ1
ln

(2K1r
2

/a2
.

Тодi ∀t ∈ [0, T2] ||z(t)||2E ≤ K1r
2 +K2, i оскiльки

||Iz||2E ≤ a2(1 + µ)2 + ||z||2E =: R2
0,

то для всiх t ≥ T2

||G(t, z0)||2E ≤ max{R2
0, K1R

2
0 +K2}

що й доводить дисипативнiсть G . Теорему доведено.

2.4 Обмеженi розв’язки стохастично-збурених систем типу реакцiя-дифузiя

В цьому пiдроздiлi розглянуто питання iснування сильних розв’язкiв та

асимптотичної поведiнки нелокальної системи рiвнянь типу реакцiї-дифузiї, так

званого бiдоменного рiвняння. Бiдоменна модель була вперше запропонована

Тунгом [153], i зараз є широко вживаною математичною моделлю електричної

поведiнки серцевої тканини. Вона складається з пари диференцiальних рiвнянь

у частинних похiдних типу реакцiї-дифузiї, у поєднаннi зi звичайним диферен-
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цiальним рiвнянням:

∂u
∂t + f(u,w) + Aiui = Ii in (0,+∞)×D,

∂u
∂t + f(u,w)− Aeue = −Ie in (0,+∞)×D,

∂w
∂t + g(u,w) = 0, in (0,+∞)×D,

σi∇ui · n = σe∇ue · n = 0, in (0,+∞)× ∂D,

u(0) := ui(0)− ue(0) = u0, w(0) = w0 in D.

(2.28)

Тут D ⊂ R3 є гладкою обмеженою множиною, що представляє мiокард,

Ai,eu := −∇ · (σi,e∇u), σi,e — рiвномiрно елiптичнi матрицi провiдностi, f, g :

R×R→ R — функцiї, що представляють трансмембраннi iоннi струми, а si,e —

зовнiшнi джерела струму.

Iснує ряд моделей для нелiнiйностi f i g, якi описують поширення iм-

пульсiв, наприклад модель ФiтцХ’ю — Нагумо [64]f(u,w) = η[u(u− a)(u− 1) + w],

g(u,w) = bw − cu.
(2.29)

модель Алiєва-Панфiлова [20]f(u,w) = η[ku(u− a)(u− 1) + wu],

g(u,w) = ku(u− 1− a) + w,
(2.30)

i модель Роджерса-Маккалоха [134]f(u,w) = η[bu(u− a)(u− 1) + wu],

g(u,w) = −(cu− dw).
(2.31)

У цих моделях коефiцiєнти задовольняють 0 < a < 1 i η, b, c, d, k, ε > 0. Iншим
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важливим прикладом нелiнiйної взаємодiї є Allen-Cahn modelf(u) = η(u3 − u),

g ≡ 0,
(2.32)

в якому система (2.28) роз’єднується. Система (2.28) може бути записана у ви-

глядi 
∂u
∂t + f(u,w) + Au = I,

∂y
∂t + g(u,w) = 0,

u(0) = u0, w(0) = w0,

(2.33)

де A := Ai(Ai+Ae)
−1Ae – це бiдоменний оператор i I := Ii−Ai(Ai+Ae)

−1(Ii+Ie)

– це змiнений вихiдний термiн. Основна складнiсть, яка виникає при аналiзi си-

стеми (2.33), полягає в тому, що оператор A нелокальний. Зокрема, вiн не задо-

вольняє принципу максимуму, i теореми порiвняння не застосовуються. Проте

в [65] було показано, що цей оператор породжує аналiтичну напiвгрупу як в

Lp, так i в L∞. Показано, що рiвняння (2.33) є локально коректно визначеним

в сильному сенсi i глобально коректно визначеним в слабкому сенсi для описа-

них вище нелiнiйностей f i g. Недавнiй результат встановив iснування сильних

перiодичних розв’язкiв.

В ходi даних дослiджень ми розглядаємо бiдоменне рiвняння з бiлим

шумом: 
du = [−Au− f(u,w) + I]dt+ dW, t ≥ 0,

wt = −g(u,w),

u(0) = u0, w(0) = w0,

(2.34)

де – нескiнченновимiрний процес Q-Вайнера, визначений нижче.

Тут D ⊂ R3 є гладкою обмеженою множиною, H = L2(D),

H0 := {v ∈ H,
∫
D

vdx = 0}, (2.35)
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та V = H1(D) = W 1
2 (D). Спарювання (u, v) визначає скалярний добуток в H,

та 〈u, v〉 визначає скалярний добуток в V .

Припускаємо виконання властивостi рiвномiрної елiптичностi для про-

вiдностей σi i σe, тобто iснують такi σ2 > σ1 > 0, що для всiх x ∈ D i ξ ∈ R3

виконується

σ1|ξ|2 ≤ 〈σi,eξ, ξ〉 ≤ σ2|ξ|2 (2.36)

Коректно визначений бiдоменний оператор A

D(A) := {u ∈ H2(D) ∩H0,∇u · ν = 0 on ∂D}. (2.37)

Крiм того, можна визначити бiлiнiйну форму a(u, v) для всiх u, v ∈ V := H1(D),

таку, що

a(u, v) = (Au, v)

якщо u та v iснують в D(A). Ця бiлiнiйна форма неявно визначає бiдоменний

оператор в слабкому сенсi. Крiм того, за припущенням (2.36) бiлiнiйна форма

a є симетричною, неперервною та коерцитивною на V , тобто iснують такi сталi

α > 0 i M > 0, що

∀u ∈ V, α‖u‖V ≤ a(u, u) + α‖u‖2
H (2.38)

та

∀u, v ∈ V, |a(u, v)| ≤M‖u‖V ‖v‖V . (2.39)

Крiм того, iснує 0 < λ0 ≤ λ1 ≤ ... ≤ λi ≤ ... в R i ортонормований (у H) базис

{ψi, i ≥ 1} ∈ V , такий що

∀v ∈ V, a(ψi, v) = λi(ψi, v).

Тепер ми можемо визначити шум як

W (t, x) :=
∞∑
i=1

√
γiψi(x)Wi(t),
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де Wi незалежний стандартний вiнерiвський процес, та

γ :=
∞∑
i=1

γi <∞. (2.40)

Далi опишемо клас нелiнiйностей f i g. Ми вважаємо, що нелiнiйностi f(u,w) i

g(u,w) мають вигляд

f(u,w) = f1(u) + f2(u)w, g(u,w) = g1(u) + g2w. (2.41)

Тут g2 ∈ R, а f1, f2 i g1 є неперервними дiйсними функцiями, якi задовольняють

наступнi умови:

• [C1] iснують сталi ci ≥ 0 (i = 1...6) такi, що для будь-якого u ∈ R

|f1(u)| ≤ c1 + c2|u|3; (2.42)

|f2(u)| ≤ c3 + c4|u|;

|g1(u)| ≤ c5 + c6|u|2.

• [C2] f1(u), f2(u) та g1(u) є локально лiпшицевими по u;

• [C3] iснують такi сталi a, b i c ≥ 0, що для будь-якого (u,w) ∈ R2 маємо

uf(u,w) + wg(u,w) ≥ au4 − b(u2 + w2)− c. (2.43)

Нехай (Ω,F , P ) — повний ймовiрнiсний простiр, i Ft — неперервна справа

фiльтрацiя така, що W (t, x) адаптовано до Ft, а W (t) −W (s) не залежить вiд

Fs для всiх s < t.

Означення 2.3. Ft-адаптований випадковий процес (u(t, ·), w(t, ·)) ∈ V ×

H називається слабким розв’язком (2.34), якщо для м.в. t > 0, для кожного

v ∈ V i y ∈ H маємо

(u(t), v) = (u(0), v)−
∫ t

0

[a(u(τ), v) + (f(u(τ), w(τ)), v)− (I(τ), v)]dτ + (v,W (t))

(2.44)
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та

(w(t), y) = (w(0), y)−
∫ t

0

(g(u(τ), w(τ)), y) dτ. (2.45)

Означення 2.4. Ft-адаптований випадковий процес (u(t, ·), w(t, ·)) ∈ D(A)×

H називається сильним розв’язком (2.34), якщо для a.e. t > 0

u(t) = u(0)−
∫ t

0

[Au(τ) + f(u(τ), w(τ))− I(τ)]dτ +W (t), (2.46)

i

w(t) = w(0)−
∫ t

0

g(u(τ), w(τ)) dτ. (2.47)

Нехай S(t) — напiвгрупа, породжена оператором −A, тобто

S(t)u0(x) := u(t, x),

де u(t, x) є розв’язком ut = −Au,

u(0, x) = u0(x).

З [65] випливає, що S(t) є аналiтичною напiвгрупою в Lp(D) для p > 1. Заува-

жимо, що за означенням λk i ψk ми маємо

S(t)ψk = e−λktψk for k ≥ 1. (2.48)

Напiвгрупа S(t) дозволяє визначити стохастичну згортку

WA(t, x) :=

∫ t

0

S(t− τ)dW (τ) =
∞∑
i=1

γi

∫ t

0

S(t− τ)ψi(x)dWi(t).

В силу вкладення для просторiв Соболєва, V = H1(D) ⊂ Lp(D) в R3 якщо

2 ≤ p ≤ 6.

Лема 2.4. Припустимо, що
∞∑
k=1

γkλ
1/2
k <∞. (2.49)
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Тодi для T ≥ 0 та для майже усiх ω ∈ Ω маємо

sup
t∈[0,T ]

‖WA‖pLp(D) ≤ C(T, ω) <∞. (2.50)

а для усiх t ∈ [0, T ] та майже усiх ω ∈ Ω маємо WA(t, ·) ∈ D(A).

З леми 2.4 виплаває WA(t, x) ∈ D(A) за умови виконання (2.49). Таким

чином WA(t) =
∫ t

0 AWA(s)ds + W (t). Зробимо замiну змiнних U = u −WA(t).

Таким чином, пара (U, y) є розв’язкомdU = (−AU − f(U +WA(t), y) + I(t))dt;

dw = −g(U +WA(t), w)dt.
(2.51)

Якщо (U,w) є сильним розв’язком (2.51), то U ∈ D(A), з чого, у свою чергу,

випливає, що u = U + WA ∈ D(A)), отже, (u,w) є сильним розв’язком (2.34).

Оскiльки SA(t) є аналiтичною напiвгрупою, для α ∈ (0, 1/2) процес WA(·) має

α-Гельдер неперервнi траєкторiї в H = L2(D). Позначимо

Z := H ×B, B = L∞(D)

i A : D(A) ⊂ Z → Z, Az = (−Au, 0) для z = (u,w) ∈ Z. Тут D(A) = D(A)×B,

де

D(A) = {u ∈ H :
∞∑
i=1

λ2
i (u,Ψi)

2 <∞}.

Далi, визначимо

Zα = {u ∈ H,
∑
i≥0

λ2α
i (u,Ψi)

2 <∞}×B

та

Aα(u, y) :=

(∑
i≥0

λαi (u,Ψi)Ψi, 0

)
.

Далi для 0 ≤ α ≤ β маємо вкладення Zβ ⊂ Zα, та якщо β = 1, тодi D(A) ⊂

Zβ ⊂ Zα. Отже,

WA ∈ D((−A)α). (2.52)
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Якщо d
4 < α < 1, тодi Zα ⊂ B ×B. Далi, маємо

F(z) := (u,w)→ (f(u,w), g(u,w))

є локально Лiпшицевим вiдображенням iз Zα в Z, за умови, що f i g є локально

Лiпшицевими функцiями.

Теорема 2.3. Припустимо, що {γk, k ≥ 1} задовольняють (2.49). То-

дi для будь-яких початкових умов (u0, w0) ∈ Zα iснує T = T (ω) > 0 таке,

що iснує (u(t, x, ω), w(t, x, ω)), який є сильним розв’язком (2.34) на iнтервалi

[0, T (ω)) у сенсi означення 2.4.

Далi ми будемо використовувати теорiю регулярностi для критичних

просторiв (результати типу Серрiна) для параболiчних напiвлiнiйних рiвнянь.

Нам знадобиться наступне позначення:

• Для β ∈ [0, 1] iнтерполяцiйний простiр Xβ = (X0, X1)β := D(Aβ) ×H, де

X0 = H ×H та X1 = D(A)×H.

• Ваговi за часом простори: якщо Y є банаховим простором, p > 1, a ≥ 0 i

1 ≥ µ > 1/p, то

u ∈ Lp,µ((0, a), Y ) if t1−µu ∈ Lp((0, a), Y )

та

u ∈ W 1
p,µ((0, a), Y ) if t1−µu ∈ W 1,p((0, a), Y ).

• Для p ≥ 2 визначимо простiрXµ := W
2/p
2 (D)×H, iEµ(a) := L∞((0, a), H)∩

L2((0, a), V )×Lp((0, a)), H). Iз нерiвностi Соболєва випливає, що Eµ(a) ⊂

Lp([0, a], Xµ), якщо D ⊂ R2.

Нехай A — секторальний оператор A : X1 → X0, а F : Xβ → X0, де β ∈ (0, 1)
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вибрано так, що Xβ ⊂ V ×H. Розглянемо таке еволюцiйне рiвняння:vt + Av = F (v + ϕ(t, x)),

v(0) = v0 ∈ Xβ.
(2.53)

Припустимо

[i] Для кожного a ≥ 0, ϕ ∈ L2p,µ([0, a), Xβ).

[ii] Iснує C > 0 таке, що

‖F (·)‖X0
≤ C(1 + ‖ · ‖3

Xβ
). (2.54)

Тодi справедлива така теорема:

Теорема 2.4. Припустимо, що виконуються умови [i] та [ii], i розв’язок

(2.53) визначено на максимальному iнтервалi iснування [0, T ). Тодi u ∈ Lp((0, a), Xµ)

для кожного 0 ≤ a < T , та якщо T <∞, тодi u /∈ Lp([0, T ), Xµ).

Доведення. Для

µ− 1

p
> 2β − 1, (2.55)

нехай

α :=
β − (µ− 1/p)

1− (µ− 1/p)
.

Припустимо T <∞. Використовуючи умову [ii], для будь-якого a < T , маємо

‖F (v + ϕ)‖Lp,µ((0,a),Xβ) ≤ C1(1 + ‖v + ϕ‖3
L2p,τ ((0,a),Xβ)) ≤ 4C1‖v‖3

L2p,τ ((0,a),Xβ) + C2,

(2.56)

де

C2 := C1 + 4C1‖ϕ‖3
L2p,τ ((0,T ),Xβ) <∞.

Далi, iз iнтерполяцiйної нерiвностi маємо

‖v‖3
L2p,τ ((0,a),Xβ) ≤ C3‖v‖3(1−α)

Lp((0,a),Xµ)‖v‖
3α
Eµ(0,a). (2.57)
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Нарештi, нехай M — стала максимальної регулярностi для iнтервалу [0, T ).

Об’єднавши (2.56) i (2.57), ми маємо

‖v‖Eµ(0,a) ≤M(‖v(0)‖Xµ
+ C2 + C4‖v‖3(1−α)

Lp((0,a),Xµ)‖v‖
3α
Eµ(0,a)).

Для субкритичного вибору параметрiв µ, β i p, заданих (2.55), таких, що 3α ≤

1, маємо ‖v‖Eµ(0,a) обмежена рiвномiрно в a для всiх a < T . Це означає, що

розв’язок можна продовжити поза T , що суперечить тому факту, що [0, T ] є

iнтервалом максимального iснування.

Теорема 2.5. Припустимо, що

∞∑
k=1

γ2
kλ

2
k <∞,

та рiвнiсть (2.34) розглядається у випадку розмiрностi 2. Тодi для будь-яких

початкових умов (u0, w0) ∈ Xβ iснує сильний розв’язок (u(t, x, ω), w(t, x, ω)) з

(2.34) у сенсi означення 2.4, яке визначено для всiх t ≥ 0.

2.5 Iнварiантнi мiри та збiжнiсть до стацiонарних станiв у випадку ма-

лих збурень

Якiсну поведiнку розв’язкiв стохастичних еволюцiйних рiвнянь у гiльбер-

товому просторi H часто розглядають в термiнах встановлення iснування та, в

деяких випадках, єдиностi iнварiантних мiр, що, у свою чергу, є вирiшальним

елементом у встановленнi ергодичної поведiнки базових фiзичних систем. Для

зручностi коротко нагадаємо поняття iнварiантної мiри. Припустимо, v0 ∈ H, а

B є борелiвською пiдмножиною H. Для t ≥ 0 визначте напiвгрупу ймовiрностi

переходу

Pt(v0, B) := P(v(t, v0) ∈ B).
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Крiм того, для будь-якої вимiрної за Борелем обмеженої функцiї ϕ ∈ Mb(H)

визначимо напiвгрупу Маркова

Ptϕ(v0) = Eϕ(v(t, v0) =

∫
H

ϕ(v)Pt(v0, dv).

Означення 2.5. Нехай множина Pr(H) — множина ймовiрнiсних мiр на

H. Елемент µ ∈ Pr(H) називається iнварiантною мiрою для маркiвської напiв-

групи Pt, якщо ∫
H

ϕ(v0)dµ(v0) =

∫
H

Ptϕ(v0)dµ(v0).

Класичний пiдхiд базується на результатах Крилова та Боголюбова. Клю-

човi моменти цього пiдходу включають властивiсть Феллера i стохастичну не-

перервнiсть маркiвської напiвгрупи Pt, а також iснування принаймнi одного

розв’язку, який є глобально обмеженим у певному ймовiрнiсному сенсi. Iсну-

вання iнварiантних мiр для бiдоменного рiвняння (2.34) з використанням вище-

згаданої процедури встановлено в [126]. Зокрема, показано, що рiвняння (2.34)

має стацiонарний розв’язок, що, у свою чергу, передбачає iснування iнварiан-

тної мiри, визначеної на функцiональному просторi (u,w) ∈ H × H. Достатнi

умови єдиностi цiєї iнварiантної мiри також виведенi в [127].

Ми довели, що iнварiантна мiра, встановлена в [126], теорема 5.1, пiдтри-

мується на функцiональному класi (u,w) з u, що має регулярнiсть принаймнi

V . Нагадаємо, що для v = (u,w) позначимо

‖v‖2
Ṽ

:= ‖u‖2
V + ‖w‖2

H

та

‖v‖2
H̃

:= ‖u‖2
H + ‖w‖2

H .

Теорема 2.6. Припустимо, що виконуються умови теореми 5.1 [126].

Нехай µ ∈ Pr(H̃) є iнварiантною мiрою для (2.34). Тодi∫
H̃

‖v‖2
Ṽ
dµ(v) <∞.
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У деяких фiзичних задачах природно припустити, що випадковi збурен-

ня малi порiвняно з детермiнованим компонентом динамiки. У цьому пiдроздiлi

ми розглядаємо такi збурення для бiдоменного рiвняння, що призводить до на-

ступного рiвняння, збуреного малим параметром ε > 0:
duε = [−Auε − f(uε, wε) + I]dt+ εdW, t ≥ 0,

dwε = −g(uε, wε)dt,

uε(0) = u0, wε(0) = w0.

(2.58)

Поряд з (2.58) ми розглядаємо граничне (незбурене) рiвняння
du = [−Au− f(u,w) + I]dt, t ≥ 0,

dw = −g(u,w)dt,

u(0) = u0, w(0) = w0.

(2.59)

Нехай y := (u,w)T ∈ R2. Визначимо F наступним чином

F(y) = F(u,w) :=

 −f(u,w) + I

−g(u,w)

 .

Ми припускаємо, що iснують такi сталi c1 ∈ R i c2 ∈ R, що для всiх (u1, w1), (u2, w2) ∈

R2 функцiя F задовольняє умову монотонностi

(F(u1, w1)−F(u2, w2))·((u1, w1)−(u2, w2)) ≤ −c1(u1−u2)
2−c2(w1−w2)

2. (2.60)

Теорема 2.7. Припустимо, що f i g задовольняють умови [C1]-[C3] та

умову монотонностi (2.60). Тодi iснує C = C(T ) таке, що

E sup
t∈[0,T ]

(‖uε(t)− u(t)‖2 + ‖wε(t)− w(t)‖2) ≤ εC(T ).

Доведення. Введемо vε := uε− u та zε := wε−w. Тодi пара (vε, zε) є розв’язком
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
dvε = [−Auε − (f(uε, wε)− f(u,w))]dt+ εdW, t ≥ 0,

dzε = −(g(uε, wε)− g(u,w))dt,

vε(0) = 0, zε(0) = 0.

(2.61)

Використовуючи формулу Iто, маємо

‖vε(t)‖2 = 2

∫ t

0

〈−Avε, vε〉ds− 2

∫ t

0

(f(uε, wε)−

f(u,w), uε − u)ds+ ε2γt+ 2ε

∫ t

0

(vε, dWs)

так само, як

‖zε‖2 = −2

∫ t

0

(g(uε, wε)− g(u,w), wε − w)ds.

Загалом, використовуючи умову монотонностi (2.60), одержуємо

‖vε(t)‖2 + ‖zε(t)‖2 ≤ 2

∫ t

0

(−α‖vε‖2
V + α‖vε‖2)ds + C1

∫ t

0

(‖vε‖2 + ‖zε‖2)ds+

ε2γt+ 2ε

∫ t

0

(vε, dWs).

Отже,

E sup
t∈[0,T ]

(‖vε(t)‖2 + ‖zε(t)‖2) ≤

≤ σ

∫ T

0

(‖vε‖2 + ‖zε‖2)ds + ε2γT + 2εE sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ t

0

(vε, dWs)

∣∣∣∣ ,
для деякого σ > 0. Тут∫ t

0

(vε, dWs) =

∫ t

0

(vε,
∑
j

γiΨi(x)dWi(s))
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є мартингалом, який далi можна оцiнити наступним чином:

E sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ t

0

(vε, dWs)

∣∣∣∣ ≤
√√√√E sup

t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ t

0

(vε, dWs)

∣∣∣∣2 (2.62)

=

√√√√E sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣
∫ t

0

(
vε,
∑
i

γiΨidWi(s)

)∣∣∣∣∣
2

=

√√√√E sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∑
i

γ2
i

∫ t

0

(vε,Ψi)dWi(s)

∣∣∣∣∣
2

≤ C

√√√√∑
i

γ2
i

∫ T

0

E(vε,Ψi)2ds ≤ C

√∫ T

0

E‖vε(s)‖2ds ≤ C + C

∫ T

0

E‖vε(s)‖2ds,

де ми використали елементарну нерiвнiсть
√
a ≤ a+1. Таким чином, для деяких

σ1 > 0, маємо

E sup
t∈[0,T ]

(‖vε(t)‖2 +‖zε(t)‖2) ≤ σ1

∫ T

0

sup
s∈[0,t]

(‖vε(s)‖2 +‖zε(s)‖2)dt+ ε2γT + 2εC.

З нерiвностi Гронуолла випливає, що

E sup
t∈[0,T ]

(‖uε(t)− u(t)‖2 + ‖wε(t)− w(t)‖2) ≤ C(T )ε.

Особливий iнтерес викликає вплив малих випадкових збурень на вели-

ких iнтервалах часу. Взагалi кажучи, у цьому випадку невеликi збурення мають

значний вплив на макроскопiчну поведiнку основної фiзичної системи. Щоб ви-

вчити цей вплив, ми повиннi оцiнити ймовiрностi малоймовiрних подiй. Iншими

словами, нам необхiдно вивчити асимптотичну поведiнку великих вiдхилень для

випадкових процесiв.

Нехай Cp – стала iз в нерiвностi Пуанкаре, тобто

‖u‖2
H ≤ Cp‖∇u‖2

H , u ∈ V ∩H0. (2.63)

з H0, визначеним у (2.35).
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Теорема 2.8. Нехай виконуються умови [C1], [C2, [C3] та умова моно-

тонностi (2.60). Припустимо, крiм того, що сталi c1 i c2, що з’являються в

(2.60), задовольняють c2 ≥ 0 i

c1 ≥ −
α

Cp
(2.64)

з α i Cp, заданими (2.63). Тодi

P{ sup
0≤t≤T

{‖uε(t)− u(t)‖2 + ‖wε(t)− w(t)‖2} ≥ r2} ≤ 3 exp

[
− r2

4γε2T

]
, (2.65)

з γ отриманого в (2.40).

Доведення. Спершу зауважимо, що використовуючи (2.60), (2.63) та (2.64):

〈−Avε, vε〉 − (f(uε, wε)− f(u,w), uε − u)− (g(uε, wε)− g(u,w), wε − w) (2.66)

≤ −α‖vε‖2
V + α‖vε‖2

H − c1‖vε‖2
H − c2‖zε‖2

H = −α‖∇vε‖2
H − c1‖vε‖2

H − c2‖zε‖2
H ≤

− α

Cp
‖vε‖2

H − c1‖vε‖2
H − c2‖zε‖2

H ≤ 0.

Розглянемо функцiонал

Φλ(v, z) = (1 + λ(‖v‖2 + ‖z2‖2)1/2, v, z ∈ H.

Використовуючи формулу Iто, маємо

Φλ(vε, zε) = 1 + λ

∫ t

0

Φ−1
λ (vε, zε)[〈−Avε, vε〉 (2.67)

− (f(uε, wε)− f(u,w), uε − u)− (g(uε, wε)− g(u,w), wε − w)]ds+

+ λε

∫ t

0

Φ−1
λ (vε, yε)(vε, dWs) +

ε2

2

∫ t

0

{
λΦ−1

λ (vε, zε)γ − λ2Φ−3
λ (vε, zε)(Qvε, vε)

}
ds.

Тут Q - це коварiацiйний оператор слiду, такий, що Qek = λkek, Q наведено у

означеннi Wt. З (2.67) та (2.66) випливає, що

Φλ(vε, zε) ≤ 1 + ηλt +

ε2

2

∫ t

0

[
λΦ−1

λ (vε, zε)γ + λ2(Qvε, vε)(Φ
−2
λ (vε, zε)− Φ−3

λ (vε, zε))
]
ds, (2.68)
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де γ = Tr(Q) та

ηλt = λε

∫ t

0

Φ−1
λ (vε, zε)(vε, dWs)−

1

2
λ2ε2

∫ t

0

Φ−2
λ (vε, zε)(Qvε, vε)ds. (2.69)

Зауважимо, що ∀λ > 0 ∀α > 0, з 0 < Φ−αλ ≤ 1, маємо

Φ−2
λ (v, z)[1− Φ−1

λ (v, z)] ≤ 1

та

(Qv, v) ≤ γ‖v‖2.

Тому,

Φ−2
λ (v, z)(Qv, v) ≤ γ

λ

‖v‖2

1
λ + ‖v‖2 + ‖z‖2

,

що для t ≤ T випливає

Φλ(vε, zε) ≤ 1 + ε2λTγ + ηλt . (2.70)

Тому,

P{ sup
0≤t≤T

{‖uε − u‖2 + ‖wε − w‖2} ≥ r2} = P{ sup
t∈[0,T ]

Φλ(vε, zε) ≥ (1 + λr2)
1
2} ≤(2.71)

P{1 + ε2λTγ + sup
t∈[0,T ]

ηλt ≥ (1 + λr2)
1
2} = P{esupt∈[0,T ] η

λ
t ≥ e(1+λr2)

1
2−ε2λTγ−1}.

З формули Iто випливає, що eηλt є мартингалом, який, крiм того, задовольняє

Eeη
λ
t = Eeη

λ
0 = 1.

Тепер, використовуючи нерiвнiсть Чебишева, нерiвнiсть мартингала Дуба та той

факт, що supt e
a(t) = esupt a(t), отримуємо

P{ sup
0≤t≤T

{‖uε(t)− u(t)‖2 + ‖wε(t)− w(t)‖2} ≥ r2} ≤ e1+(1+ε2λTγ−λr2)
1
2 . (2.72)

Залишилося оптимiзувати останнiй вираз по λ. Поклавши

λ :=

(
r

2γε2T

)2

− 1

r2
,
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показник можна оцiнити як

1 + (1 + ε2λTγ − λr2)
1
2 ≤ 1− r2

4ε2γT
,

дає потрiбний результат

P{ sup
0≤t≤T

{‖uε(t)− u(t)‖2 + ‖wε(t)− w(t)‖2} ≥ r2} ≤ 3e
− r2

4ε2γT .

Тепер розглянемо питання збiжностi до стацiонарних розв’язкiв для збу-

реної задачi duε = [−Auε − f(uε, wε) + I(x)]dt+ εdW, t ≥ 0,

dwε = −g(uε, wε)dt.
(2.73)

Припустимо, що виконуються умови теореми 5.2 [126]. Тодi для будь-якого ε ≥ 0

рiвняння (2.73) має єдиний стацiонарний розв’язок z∗ε := (u∗ε, w
∗
ε).

Зауваження 2.7. Зауважимо, що zε може мати рiзнi початковi умови

для кожного ε.

Теорема 2.9. За умовами теореми 5.2 [126] маємо

sup
t∈[0,T ]

E‖z∗ε(t)− z∗0(t)‖ → 0, ε→ 0.

Доведення. Ми розширюємо процес Вiнера W для вiд’ємного t на

W (t) =

W (t), for t ≥ 0,

V (−t), if t ≤ 0,
(2.74)

i покладаємо F(t) = σ
(
W (s), s ≤ t

)
для t ∈ R, де V (t), t ≥ 0 – це ще один

процес Вiнера, незалежний вiд W (t). Для простоти наших позначень ми позна-

чимо процес W (t) через W (t). Для n ≥ 1 позначимо zε(t,−n, z0) як розв’язок
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(2.73) з початковою умовою zε(−n) = z0 = (u0, w0) ∈ H ×H. Використовуючи

енергетичну оцiнку з теореми 5.2 [126], маємо

1

2

d

dt
E‖zε(t)‖2 ≤ 1

2
ε2γ − µE‖zε(t)‖2 +K2, (2.75)

з якої, за нерiвнiстю Гронуолла, випливає рiвномiрна обмеженiсть за ε ∈ [0, 1]

E‖zε‖2 ≤ K3(1 + ‖z(0)‖2
H).

Крiм того, для ε1 ≥ 0 i ε2 ≥ 0,d(uε1
− uε2

) = [−A(uε1
− uε2

)− [f(uε1
, wε1

)− f(uε2
, wε2

)]dt+ (ε1 − ε2)dW,

d(wε1
− wε2

) = −(g(uε1
, wε1

)− g(uε2
, wε2

))dt.

(2.76)

Використовуючи тi ж мiркування, що й у (2.75), маємо

d

dt

(
E‖zε1

− zε2
‖2
)
≤ −µE‖zε1

− zε2
‖2 + (ε1 − ε2)

2γ,

тому

E(‖uε1
(0,−n, u0)− uε2

(0,−n, u0)‖2 + ‖wε1
(0,−n, u0)− wε2

(0,−n, u0)‖2)

≤ (ε1 − ε2)
2γ. (2.77)

Крiм того, як було показано в доведеннi теореми 5.2 [126], маємо

E‖uε1
(0,−n, u0)− uε2

(0,−n, u0)‖2 → E‖u∗ε1
(0)− u∗ε2

(0)‖2, n→∞

та

E‖wε1
(0,−n, u0)− wε2

(0,−n, u0)‖2 → E‖w∗ε1
(0)− w∗ε2

(0)‖2, n→∞.

Переходячи до границi при n→∞ в (2.77), отримуємо

E(‖u∗ε1
(0)− u∗ε2

(0)‖2 + ‖w∗ε1
(0)− w∗ε2

(0)‖2) ≤ (ε1 − ε2)
2γ.
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Наведена вище обмеженiсть означає, що послiдовнiсть {(u∗ε(0), w∗ε(0)} є послi-

довнiстю Кошi, а отже

{(u∗ε(0), w∗ε(0)} → {(u∗0(0), w∗0(0)}, ε→ 0.

Тепер можемо встановити, що

E sup
t∈[0,T ]

‖z∗ε(t)− z∗0(t)‖ → 0, ε→ 0.

Для цього покладемо vε = u∗ε − u∗0 i yε = w∗ε − w∗0. Тодi

‖vε(t)‖2 + ‖yε(t)‖2 = ‖u∗ε(0)− u∗0(0)‖2 + ‖w∗ε(0)− w∗0(0)‖2+

2

∫ t

0

[〈−Avε, vε〉 − (f(u∗ε, w
∗
ε)− f(u∗0, w

∗
0), u∗ε − u∗0)−

− (g(u∗ε, w
∗
ε)− g(u∗0, w

∗
0), w∗ε − w∗0)]ds+ ε2γt+ 2ε

∫ t

0

(v∗ε , dWs).

Тепер ми можемо перейти до оцiнки стохастики аналогiчно (2.62), а потiм ви-

користати нерiвнiсть Гронуолла так само, як у (2.75), щоб зробити висновок,

що

E sup
t∈[0,T ]

(‖u∗ε(t)− u∗0(t)‖2 + ‖w∗ε(t)− w∗0(t)‖2)

≤ E(‖u∗ε(0)− u∗0(0)‖2 + ‖w∗ε(0)− w∗0(0)‖2) + C1(T )ε→ 0, ε→ 0,

що завершує доведення.



РОЗДIЛ 3 РОБАСТНА СТIЙКIСТЬ АТРАКТОРIВ ЗБУРЕНИХ СИСТЕМ

3.1 Загальний пiдхiд до робастної стiйкостi атракторiв

Розглянемо нескiнченновимiрну систему

d

dt
y = Ay + Φ(y), (3.1)

де y ∈ X, (X, ‖·‖X) – банахiв простiр, A породжує неперервну напiвгрупу наX i

Φ : X → X є Лiпшиц-неперервною. Припустимо, що ця система має глобальний

атрактор Θ в X. Ця властивiсть гарантує, що довiльний розв’язок (3.1) притя-

гується до Θ, коли t→∞. Ми хочемо в певному сенсi зберегти цю властивiсть у

випадку, коли система (3.1) є збуреною зовнiшнiм збуренням, що в практичних

ситуацiях може входити до системи як розподiлений параметр в правiй части-

нi рiвнгяння, або через границю областi. Отже, розглядаємо збурену систему у

формi
d

dt
y = Ay + Φ(y) + hu, u ∈ U ⊆ L∞(R+). (3.2)

За заданого початкового стану y0 := y(0) ∈ X i збуреного сигналу u ∈ U вiд-

повiдний єдиний розв’язок (3.2) позначається через y(t, y0, u). В силу збурення

ми не маємо гарантiї в загальному, що цей розв’язок буде збiгатись до Θ, коли

t→∞. Виявляється, що для досить загальних випадкiв систем (3.2) глобальний

атрактор є робастним вiдносно збурень, тобто, на його притягуючi властивостi

мають незначний вплив невеликi збурення. Ця властивiсть робастностi може

бути сформульована в рамках теорiї стiйкостi вiд входу до стану (Input to State

Stability, ISS) як наступна: iснують β ∈ KL i γ ∈ K такi, що для довiльних
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y0 ∈ X i u ∈ U

‖y(t, y0, u)‖Θ ≤ β(‖y0‖Θ, t) + γ(‖u‖∞), t ≥ 0, (3.3)

де добре вiдомi класи K,KL описанi в [144]:

K = {γ : R+ → R+ : неперервна, строго зростаюча i γ(0) = 0},

L = {γ : R+ → R+ : непереврна, строго спадна i lim
t→∞

γ(t) = 0},

KL = {β : R+ × R+ → R+ : неперервна, β(·, t) ∈ K, β(r, ·) ∈ L}.

Вiдхилення траєкторiї вiд атрактору характеризується велечиною

‖x‖Θ = inf
θ∈Θ
‖x− θ‖X .

На жаль, ця властивiсть в загальному випадку не гарантується навiть

для випадку Θ = {0}, див., наприклад, [51].

В наших дослiдженнях ми шукаємо умови, що гарантуватимуть цю вла-

стивiсть, принаймнi, локально, а саме, щоб (3.53) виконувалась для ‖y0‖Θ ≤ r

i ‖u‖∞ ≤ r для деякого фiксованого r > 0. Остання властивiсть називається

локальним ISS (Local ISS, LISS). Додатково, за досить загальних припущень,

ми доводимо властивiсть асимптотичного приросту (Asymptotic Gain, AG) для

(3.2), тобто iснування деякого γ ∈ K такого, що для довiльного y0 ∈ X i u ∈ U

виконується

lim sup
t→∞

‖y(t, y0, u)‖Θ ≤ γ(‖u‖∞). (3.4)

Для доведення властивостi LISS використовується технiка обернених теорем

Ляпунова. Для встановлення властивостi AG використовується теорiя рiвномiр-

них атаркторiв для неавтономних систем. Цi абстрактнi результати в наступних

пiдроздiлах застосованi до нелiнiйних хвильових рiвнянь, систем рiвнянь типу

реакцiя-дифузiя, та зв’язаних систем типу PDE-ODE.
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Нехай (X, ‖ · ‖X) – банахiв простiр i 0 ∈ U ⊆ L∞(R+). Припустимо

додатково, що U є трансляцiйно-iнварiантним, тобто

∀ h ≥ 0 виконується T (h)U ⊂ U, де T (h)u(·) := u(·+ h).

Позначимо Rd := {(t, s) | t ≥ s ≥ 0}.

Означення 3.1. Сiмейство вiдображень {Su : Rd ×X → X}u∈U називає-

ться сiмейством напiвпроцесiв, якщо для всiх x ∈ X i всiх t ≥ s ≥ τ ≥ 0 i всiх

h ≥ 0 виконуються наступнi три властивостi

Su(t, t, x) = x; (3.5)

Su(t, s, Su(s, τ, x)) = Su(t, τ, x); (3.6)

Su(t+ h, s+ h, x) = ST (h)u(t, s, x). (3.7)

Зауваження 3.1. З цього означення випливає, що довiльне сiмейство на-

пiвпроцесiв задовольняє коциклiчну властивiсть

Su(t+ h, 0, x) = ST (h)u(t, 0, Su(h, 0, x)). (3.8)

Зокрема, для незбуреного випадку u = 0 напiвпроцес S0 задовольняє власти-

вiсть напiвгрупи

S0(t1 + t2, 0, x) = S0(t1, 0, S0(t2, 0, x)).

Означення 3.2. Компактна множина Θ ⊂ X називається глобальним

атрактором S0, якщо виконується наступна властивiсть:

(i) Θ = S0(t, 0,Θ), t ≥ 0,

(ii) для довiльної обмеженої B ⊂ X

dist(S0(t, 0, B),Θ)→ 0 при t→∞,

де для заданих A,B ⊂ X позначимо dist(A,B) = sup
x∈A

inf
y∈B
‖x− y‖X .
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Зауваження 3.2. Як правило, ми не знаємо точну формулу для глобаль-

ного атрактора Θ. Отже, важливо сформулювати всi припущення, нав’язанi си-

стемою, що розглядається, лише в термiнах норми ‖ · ‖X (i не використовувати

‖ · ‖Θ).

Теорема 3.1. Нехай сiмейство напiвпроцесiв {Su}u∈U таке, що

(i) iснують σ ∈ K i c0 > 0 такi, що ∀x ∈ X маємо

‖S0(t, 0, x)‖X ≤ σ(‖x‖X) + c0; (3.9)

(ii) iснує локально обмежена функцiя c : R+ → R+ така, що для довiль-

ного r > 0 маємо наступну iмплiкацiю

‖x1‖X ≤ r, ‖x2‖X ≤ r ⇒

‖S0(t, 0, x1)− S0(t, 0, x2)‖X ≤ ec(r)t‖x1 − x2‖X , t ≥ 0; (3.10)

(iii) iснують σ ∈ K i неперервна функцiя d iз lim
t→0+

d(r,t)
t < ∞ такi, що

∀x ∈ X, ∀r > 0 i ∀u ∈ U iз ‖u‖∞ ≤ r, ‖x‖X ≤ r маємо

‖Su(t, 0, x)− S0(t, 0, x)‖X ≤ d(r, t)σ(‖u‖∞), t ≥ 0. (3.11)

Тодi сiмейство напiпроцесiв {Su}u∈U має властивiсть LISS вiдносно глобаль-

ного атрактору Θ незбуреної системи.

Доведення. Доведення грунтується на використаннi оберенних теорем Ляпуно-

ва i складається з кiлькох крокiв, якi детально описанi в [53]:

Крок 1. Iз леми 2.6 в [53], замiнюючи (2.27) на (3.9) iз умови (i) випливає,

що iснує β0 ∈ KL таке, що

∀x ∈ X ‖S0(t, 0, x)‖Θ ≤ β(‖x‖Θ, t), t ≥ 0. (3.12)

Крок 2. Iз леми 3.1 iз [53] з λ = c(r) випливає, що для кожного r > 0 iснує

Лiпшиц-неперервна функцiя V зi сталою Лiпшиця 1 i функцiєю порiвняння ψ,
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ψ, α ∈ K така, що

ψ(‖x‖Θ) ≤ V (x) ≤ ψ(‖x‖Θ) ∀x ∈ X, ‖x‖X ≤ r, (3.13)

V̇0(x) := lim sup
t→0+

1

t

(
V (S0(t, 0, x))−V (x)

)
≤ −α(‖x‖Θ) ∀x ∈ X, ‖x‖X ≤ r. (3.14)

Крок 3. Вiзьмемо r > 0 i V iз попереднього кроку. Тодi iз леми 3.2 iз [53] i (3.11)

випливає, що для деякого α, σ ∈ K для довiльного u ∈ U

V̇u(x) := lim sup
t→0+

1

t

(
V (Su(t, 0, x))− V (x)

)
≤ −α(‖x‖Θ) + σ(‖u‖∞), ‖x‖ ≤ r.

(3.15)

Можна завершити доведення, використавши теорему 3.3 iз [53].

Нехай Σ ⊂ U – довiльна трансляцiйно-iнварiантна множина. Розглянемо

сiмейство напiвпроцесiв {Su}u∈Σ i позначимо SΣ := ∪u∈ΣSu.

Означення 3.3. Компактна множина ΘΣ називається рiвномiрним атра-

ктором для {Su}u∈Σ, якщо для кожної обмеженої B ⊂ X маємо

dist(SΣ(t, 0, B),ΘΣ)→ 0, t→∞ (3.16)

i ΘΣ є мiнiмальною серед всiх замкнених множин, що задовольняють (3.16), що

вкладається в довiльну iншу замкнену множину, що задовольняє (3.16).

Зауваження 3.3. Зауважимо, що ΘΣ не обов’язково є iнварiантною (в

довiльному сенсi) вiдносно SΣ.

Наступний результат є вiдомим в теорiї неавтономних систем [38].

Лема 3.1. Нехай {Su}u∈Σ – сiмейство напiвпроцесiв iз першою злiчен-

ною Σ i задовольняє

(i) iснує обмежена B0 ⊂ X така, що для довiльної обмеженої B ⊂ X

∃ T = T (B) s.t.

∀ t ≥ T SΣ(t, 0, B) ⊂ B0. (3.17)
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(ii) ∀{un} ⊂ Σ ∀ tn ↗∞ ∀ обмеженої {xn} ⊂ X

послiдовнiсть {Sun(tn, 0, xn)} є передкомпактною в X. (3.18)

Тодi {Su}u∈Σ має рiвномiрний атрактор ΘΣ. Бiльше того, якщо додатково

∀t > 0 вiдображення

X × Σ 3 (x, u) 7→ Su(t, 0, x) є неперервним, (3.19)

тодi ΘΣ є вiд’ємно iнварiантним вiдносно SΣ, тобто

ΘΣ ⊂ SΣ(t, 0,ΘΣ) ∀t ≥ 0. (3.20)

Зауваження 3.4. У збуреному випадку Σ = {0} iз умов (3.17)-(3.19) ви-

пливає iснування глобального атрактору Θ для напiвгрупи S0.

Наступна лема поширює результати iз [79], що були доведенi для авто-

номних систем:

Лема 3.2. Припустимо, що Σ залежить вiд параметра λ, так що Σ =

Σ(λ), де λ належить деякому метричному простору Λ, λ0 є неiзольованою

точкою Λ. Припустимо, що

(i) ∀ λ ∈ Λ сiмейство напiвпроцесiв {Su}u∈Σ(λ) задовольняє (3.17) для

деякої множини B0, що не залежить вiд λ;

(ii) ∀ λ ∈ Λ сiмейство напiвпроцесiв {Su}u∈Σ(λ) має вiд’ємно iнварiан-

тний рiвномiрний атрактор ΘΣ(λ);

(iii) ∀ λk → λ0 кожна послiдовнiсть {zk ∈ ΘΣ(λk)} мiстить збiжну

пiдпослiдовнiсть;

(iv) якщо λk → λ0, ξk ∈ SΣ(λk)(t, 0, zk), t > 0, zk → z, то з точнiстю до

пiдпослiдовностi ξk → ξ ∈ SΣ(λ0)(t, 0, z).

Тодi

dist(ΘΣ(λ),ΘΣ(λ0))→ 0, λ→ λ0. (3.21)
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Зауваження 3.5. Припущення (iii) в останнiй лемi виконується, якщо

∀ λk → λ0 ∀tk ↗∞ ∀ξk ∈ SΣ(λk)(t, 0, B0) {ξk} є передкомпактною в X. (3.22)

Доведення. Припустимо вiд супротивного, що (3.21) не виконується. Це означає

∃ λk → λ0 ∃ ε > 0 ∃ zk ∈ ΘΣk такi, що zk 6∈ Oε(ΘΣ(λ0)). В силу (iii) з точнiстю до

пiдпослiдовностi, отримаємо zk → z. Виберемо t > 0 таке, що SΣ(λ0)(t, 0, B0) ⊂

Oε/2(ΘΣ(λ0)). Iз властивостi напiвiнварiантностi маємо, що

zk ∈ ΘΣ(λk) ⊂ SΣ(λk)(t, 0,ΘΣ(λk))

Отже, zk ∈ SΣ(λk)(t, 0, ηk) для деякого ηk ∈ ΘΣ(λk) ⊂ B0 i в силу (iii) маємо

ηk → η. Тому, використовуючи (iv) ми приходимо до наступної суперечностi

zk → z ∈ SΣ(λ0)(t, 0, η) ⊂ Oε/2(ΘΣ(λ0)),

що й доводить лему.

Теорема 3.2. Припустимо, що сiм’я множин {Σ(u)}u∈U i вiдповiдне сi-

мейство напiвпроцесiв задовольняють умови леми 3.2 iз Λ = U , λ0 = 0. Також

припустимо, що Σ(0) = {0} i

∀ u ∈ U u ∈ Σ(u).

Нехай Θ – глобальний атрактор напiвгрупи S0. Тодi {Su}u∈U має властивiсть

асимптотичного приросту AG вiдносно Θ.

Доведення. Для кожного u ∈ U , y ∈ X i zu ∈ Σ(u) маємо

‖Su(t, 0, y)‖Θ = inf
θ∈Θ
‖Su(t, 0, y)− θ‖X ≤ ‖Su(t, 0, y)− zu‖X + dist(ΘΣ(u),Θ).

Але Su(t, 0, y) ∈ SΣ(u)(t, 0, y), тому

‖Su(t, 0, y)‖Θ ≤ dist(SΣ(u)(t, 0, y),ΘΣ(u)) + dist(ΘΣ(u),Θ).
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Iз притягуючої властивостi ΘΣ(u) отримуємо

lim sup
t→∞

dist(SΣ(u)(t, 0, y),ΘΣ(u)) = 0.

Покладемо γ(s) := sup
‖u‖∞≤s

dist(ΘΣ(u),Θ) + s. Тодi в силу (3.21) γ ∈ K i

∀ u ∈ U dist(ΘΣ(u),Θ) ≤ γ(‖u‖∞)

i ми отримаємо потрiбний результат. Теорема доведена.

3.2 Застосування до хвильового рiвняння

Будемо використовувати загальний пiдхiд, викладений в попередньому

пiдроздi.

Розглядаємо наступне дисипативне гiперболiчне рiвняння ytt(x, t) + kyt(x, t)−4y(x, t) + f(y(x, t)) = 0, t > 0, x ∈ Ω,

y|∂Ω = 0,
(3.23)

де Ω ⊂ Rn, n ≥ 3 – обмежена вiдкрита пiдмножина iз гладкою межею, k > 0,

f ∈ C1(R) i виконуються наступнi умови:

∃ C > 0 ∀ s ∈ R |f ′(s)| ≤ C (1 + |s|r) , r < n

n− 2
. (3.24)

Введемо наступнi позначення:

X = H1
0(Ω)× L2(Ω), z(·) =

 y(·)

yt(·)

 , A =

 0 1

4 − k

 , Φ(z) =

 0

−f(y)


Тут i далi yt позначатиме розподiлену похiдну y вiдносно t.

Пiсля цього ми можемо переписати (3.23) у формi (3.1)

d

dt
z = Az + Φ(z). (3.25)
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За додаткових припущень

lim inf
s→∞

f(s)

s
> −λ1, (3.26)

де λ1 > 0 – перше власне число −∆ в H1
0(Ω), вiдомо [35], що ∀ T > 0 ∀z0 = y0

y1

 ∈ X задача (3.25) має єдиний слабкий розв’язок (див. означення нижче)

z(·) =

 y(·)

yt(·)

 ∈ C([0, T ];X) такий, що z(0) = z0.Всi такi розв’язки, що

продовжуються на [0,+∞), породжують напiвгрупу S0(·, 0, ·) : R+ × X 7→ X.

Також вiдомо [35], що напiвгрупа S0 має глобальний атрактор Θ.

Тепер розглянемо збурену систему ytt(x, t) + kyt(x, t)−4y(x, t) + f(y(x, t)) = h(x)u(t),

y|∂Ω = 0,
(3.27)

де h ∈ L2(Ω), u ∈ L2
loc(R+).

Означення 3.4. Функцiя z(·) =

 y(·)

yt(·)

 ∈ L∞(τ, T ;X) називається

слабким розв’язком задачi (3.27) на (τ, T ), якщо для довiльного ψ ∈ H1
0(Ω) i

для всiх η ∈ C∞0 (τ, T ) маємо рiвнiсть

−
∫ T

τ

(yt, ψ)ηt +

∫ T

τ

(
k(yt, ψ) + (y, ψ)H1

0
+ (f(y), ψ)− (h, ψ)u

)
η = 0, (3.28)

де через ‖ · ‖ and (·, ·) позначаємо норму i скалярний добуток в просторi L2(Ω.

Зауважимо, що якщо функцiя z(·) ∈ L∞loc(τ,∞;X) задовольняє (3.28) для

кожного T > τ , тодi z(·) називається глобальним слабким розв’язком (3.27).

Щоб гарантувати iснування слабких розв’язкiв нам потрiбно дещо бiльш

сильнiшi припущення для нелiнiйного члена f [38]. Тому ми припускаємо, що
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(3.24) виконується i замiсть (3.26) припустимо

∃ Ci > 0, i = 1, 2, 3, ∀ s ∈ R для F (s) :=
s∫

0

f(p)dp

F (s) ≥ −ms2 − C1, f(s)s− C2F (s) +ms2 ≥ C3,

(3.29)

де m ∈ (0, λ1) є достатньо малим числом.

Зауваження 3.6. Iз умов (3.29) випливає (3.26) для досить малих m.

Зокрема, ми маємо iснування глобального атрактору Θ для випадку u = 0.

Зауваження 3.7. Нелiнiйнi гiперболiчнi рiвняння з нелiнiйними члена-

ми, що задовольняють (3.24),(3.26) або (3.24),(3.29) широко використовуються

в застосуваннях [151]. Як приклад можна розглянути рвняння синус-Гордона iз

f(s) = b sin s, або рiвняння релятивiстської квантової механiки iз f(s) = |s|rs.

Вiдомо [38], що за умов (3.24),(3.29) ∀ u ∈ L2
loc(R+) ∀ τ ≥ 0 ∀zτ ∈ X

задача (3.27) має єдиний глобальний слабкий розв’язок z(·) ∈ C([τ,+∞);X),

такий що z(τ) = zτ .

Отже, сiмейство напiвпроцесiв {Su : Rd ×X → X}u∈U ,

Su(t, τ, zτ) := z(t),

z(·) є глобальним слабким розв’язком of (3.27), z(τ) = zτ , (3.30)

є коректно визначеним для довiльної трансляцiйно-iнварiантної множини U ⊆

L2
loc(R+).

Зафiксуємо u ∈ L2
loc(R+), z0 =

 y0

y1

 ∈ X.

Для z(·) =

 y(·)

yt(·)

 ∈ Su(·, 0, z0) покладемо

Ψ(t) := ‖∇y(t)‖2 + ‖yt(t) + αy(t)‖2 + 2(F (y(t), 1).
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Тодi для досить малих α,m ∈ (0, λ1) (див. лему 4.1 в [38]) iснують δ′ > 0, C4 > 0

такi, що
d

dt
Ψ(t) + δ′Ψ(t) ≤ C4(1 + |u(t)|). (3.31)

В силу (3.24)

|F (s)| ≤ C5

(
1 + |s|

2n−2
n−2

)
. (3.32)

Використовуючи (3.32), для досить малих α маємо, що для деяких додатнiх δ,

C6 i для всiх t ≥ s ≥ 0

‖yt(t)‖2 + ‖y(t)‖2
H1

0
≤

C6

(
(‖yt(s)‖+ ‖y(s)‖H1

0
)

2n−2
n−2 e−δ(t−s) +

t∫
s

|u(p)|2e−δ(t−p)dp+ 1
)

(3.33)

Зокрема, для u ∈ L∞(R+) з нерiвностi (3.33) випливає, що ∀ t ≥ s ≥ 0

‖z(t)‖2
X ≤ C7

(
‖z(s)‖

2n−2
n−2

X e−δ(t−s) + ‖u‖2
∞ + 1

)
(3.34)

Теорема 3.3. За умов (3.24),(3.29) сiмейство напiвпроцесiв (3.30) iз U =

L∞(R+) має властивiсть LISS вiдносно глобального атрактора Θ незбуреної

системи (3.23).

Доведення. Нам потрiбно довести умови (i)-(iii) з попередньої теореми.

Iз оцiнки 3.34) випливає умова (i) iз σ(p) = p
n−1
n−2 .

В силу (3.24), нерiвностi Гельдера i вкладення простору СоболєваH1
0(Ω) ⊂

L
2n
n−2 (Ω маємо, що для кожного y1, y2 ∈ H1

0(Ω), ‖y1‖H1
0
≤ r, ‖y2‖H1

0
≤ r виконує-

ться наступна оцiнка ∫
Ω

|f(y1)− f(y2)|2dx ≤

C8

(
1 + ‖y1‖

2
n−2

L
2n
n−2

+ ‖y2‖
2

n−2

L
2n
n−2

)
‖y1 − y2‖2

L
2n
n−2
≤ C(r)‖y1 − y2‖2

H1
0

(3.35)

для деякого C(r) > 0.
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Тому для w(t) = y1(t)− y2(t), де y1 i y2 це розв’язки (3.27) зi збуреннями

u1 i u2, маємо
1

2

d

dt
(‖wt(t)‖2 + ‖w(t)‖2

H1
0
) + k‖wt(t)‖2 ≤

‖f(y1)− f(y2)‖‖wt‖+ ‖h‖‖wt‖|u1(t)− u2(t)|. (3.36)

Покладемо u1 ≡ u2 ≡ 0 i припутимо, що ‖z1(0)‖X ≤ r, ‖z2(0)‖X ≤ r. Тодi в силу

(3.34)

∀ t ≥ 0 max{‖z1(t)‖X , ‖z2(t)‖X} ≤
√
C7

(
r
n−1
n−2 + r2 + 1

)
. (3.37)

Отже, iз (3.35),(3.36) можемо знайти потрiбну додатну сталу c(r) таку, що

d

dt
(‖wt(t)‖2 + ‖w(t)‖2

H1
0
) ≤ c(r)(‖wt(t)‖2 + ‖w(t)‖2

H1
0
). (3.38)

Тодi, застосування лему Гронуола закiнчує доведення (ii).

Для доведення (iii) покладемо u1 = u, u2 = 0, z1(0) = z2(0), ‖z1(0)‖X ≤ r,

‖u‖∞ ≤ r. Тодi нерiвнiсть (3.37) виконується i для деякого C9 отримуємо для

довiльного T ≥ t ≥ 0
d

dt
(‖wt(t)‖2 + ‖w(t)‖2

H1
0
) ≤

c(r)(‖wt(t)‖2 + ‖w(t)‖2
H1

0
) + C9‖u‖∞ sup

t∈[0,T ]

(‖wt(t)‖+ ‖w(t)‖H1
0
). (3.39)

Проiнтегрувавши цю нерiвнiсть по [0, t], отримаємо

‖wt(t)‖2 + ‖w(t)‖2
H1

0
≤

c(r)

t∫
0

(‖wt‖2 + ‖w‖2
H1

0
)ds+ C9‖u‖∞T sup

t∈[0,T ]

(‖wt(t)‖+ ‖w(t)‖H1
0
)

Тому з леми Гронуола випливає, що

sup
t∈[0,T ]

(‖wt(t)‖+ ‖w(t)‖H1
0
) ≤ C10‖u‖∞Tec(r)T (3.40)

i отримуємо потрiбний результат. Теорема доведена.
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Для доведення властивостi асимптотичного приросту нам потрiбнi дода-

тковi обмеження на збурення.

Позначимо через U1 всi функцiї iз L∞(R+) такi, що

sup
t≥0

t+1∫
t

|u(s+ l)− u(s)|2ds ≤ α(|l|), (3.41)

де α(·) можуть залежати вiд u i α(p)→ 0, p→ 0+.

Зауваження 3.8. Умова (3.41) виконується для широкого класу функцiй

збурення. Наприклад, обмеженi кусково неперервнi функцiї, що є глобально

Лiпшицевими мiж точками розривiв, належать до цього класу.

Вiдомо [38], що U1 є трансляцiйно-iнварiантною i кожна u ∈ U1 є трансляцiйно-

компактною в L2
loc(R+), тобто,

множина Σ(u) := clL2
loc
{u(·+ h) | h ≥ 0} є компактною в L2

loc(R+)

де clL2
loc
{·} означає замкненiсть множини в L2

loc. Бiльше того, ∀ h ≥ 0 T (h)Σ(u) ⊂

Σ(u) i ∀ v ∈ Σ(u)

sup
t≥0

t+1∫
t

|v(s)|2ds ≤ sup
t≥0

t+1∫
t

|u(s)|2ds ≤ ‖u‖2
∞. (3.42)

Використовуючи результати iз глави 6 iз [38], можемо зробити висново, що для

кожного u ∈ U1 сiмейство напiвпроцесiв {Sv}v∈Σ(u) , визначене за допомогою

(3.30), має вiд’ємно iнварiантний рiвномiрний атрактор ΘΣ(u).

Теорема 3.4. За умов (3.24),(3.29) сiмейство напiвпроцесiв (3.30) iз мно-

жиною збурення U1 задовольняє властивiсть асимптотичного приросту AG

вiдносно глобального атрактора Θ незбуреної системи (3.23).

Доведення. Спочатку доведемо властивiсть асимптотичного приросту

lim sup
t→∞

‖Su(t, 0, z0)‖Θ ≤ γ(‖u‖∞) (3.43)
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для довiльного z0 ∈ X i для всiх збурень iз ‖u‖∞ ≤ r, r > 0. Для цього перевiри-

мо умови теореми 3.2 (фактиично, умови (i)-(iv) леми 3.2) для Λ = U1∩{‖u‖∞ ≤

r} iз метрики, iндукованої iз L∞(R+) i для λ0 = 0.

Припущення (i) випливає iз оцiнок (3.33), (3.42) i нерiвностi

∀ t > 0

t∫
0

|v(s)|2e−δ(t−s)ds = (1− e−δ)−1 sup
t∈R+

t+1∫
t

|v(s)|2ds.

Припущення (ii) виконується для кожного u ∈ U1 в силу умови (3.41) i Твер-

дження 4.4 iз [38].

Для доведення припущень (iii) i (iv) нам потрiбен наступний допомiжний

результат.

Лема 3.3. [72] Нехай zn(·) =

 yn(·)

ynt(·)

 – довiльна послiдовнiсть слаб-

ких розв’язкiв задачi (3.27) на (0, T ) iз u = vn, zn(0) = z0
n, i

vn → v слабко в L2(0, T ),

z0
n → z0 слабко в X.

Тодi
yn → y в C([0, T ];L2(Ω) ∩ (H1

0(Ω))w),

ynt → yt в C([0, T ];H−1(Ω) ∩ (L2(Ω))w),
(3.44)

де нижнiй iндекс бiля w означає збiжнiсть вiдносно слабкої топологiї у вiдпо-

вiдному просторi, z(·) =

 y(·)

yt(·)

 є слабким розв’язком задачi (3.27) на (0, T )

iз u = v i z(0) = z0.

Якщо, бiльше того,

vn → v в L2(0, T ),

z0
n → z0 в X,
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тодi

zn → z в C([0, T ];X). (3.45)

Вiзьмемо vk ∈ Σ(uk), uk → 0 in L∞(R+). Тодi в силу (3.42) ми маємо

vk → 0 in L∞(R+). Тому iз (3.45), якщо ξk ∈ SΣ(uk)(t, 0, z
0
k) i z0

k → z0 в X, тодi з

точнiстю до пiдпослiдовностi ξk → ξ ∈ S0(t, 0, z
0) i отримуємо припущення (iv).

Доведемо властивiсть (3.22), з якої випливає припущення (iii). Тому роз-

глянемо

ξn ∈ Svn(tn, 0, ηn), vn → 0 в L∞(R+), tn ↗∞, ηn → η в X.

Тодi ξn = zn(tn), zn(·) є глобальним слабким розв’язком задачi (3.27) iз u = vn,

zn(0) = ηn. Хочемо довести передкомпактнiсть {ξn} in X. Для цього використа-

ємо метод, запропонований Болом в [35] для автономного випадку.

В силу припущення дисипативностi (i) з точнiстю до пiдпослiдовностi

∀ M > 0 iснує ξM таке, що

ξn → ξ слабко в X, zn(tn −M)→ ξM слабко в X. (3.46)

Бiльше того, ∀ t ≥ 0

zn(tn−M + t) ∈ Svn(tn−M + t, tn−M, zn(tn−M)) = ST (tn−M)vn(t, 0, zn(tn−M)).

Тому zn(tn−M+t) = z̄n(t),де z̄n(·) =

 ȳn(·)

ȳnt(·)

 є глобальним слабким розв’язком

(3.27)iз u(·) = vn(·+ tn −M), z̄n(0) = zn(tn −M). Ми також маємо, що

v̄n(·) := vn(·+ tn −M)→ 0 в L∞(R+).

Отже, iз леми 3.3 ∀ t ≥ 0

z̄n(t)→ z̄(t) = S0(t, 0, ξM) слабко в X.
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Зокрема,

z̄n(M) = ξn → z̄(M) = ξ слабко в X.

Вiдомо [72], що кожний слабкий розв’язок (3.27) задовольняє рiвнiсть

d

dt
I(z(t)) = −kI(z(t)) +Hu(t, z(t)), (3.47)

де

I(z) =
1

2
‖yt‖2 +

1

2
‖∇y‖2 + (F (y), 1) +

k

2
(yt, y),

Hu(t, z) = k(F (y), 1)− k

2
(f(y), y) +

k

2
u(t)(h, y) + u(t)(h, yt).

Тепер запишемо (3.47) для z̄n. Пiсля iнтегрування по [0,M ] отримаємо

I(ξn) = I(zn(tn −M))e−kM +

M∫
0

ek(p−M)Hv̄n(p, z̄n(p))dp. (3.48)

В силу леми 3.3

ȳn → ȳ в C([0,M ];L2(Ω)).

Отже,

F (ȳn(t, x))→ F (ȳ(t, x)), f(ȳn(t, x))ȳn(t, x)→ f(ȳ(t, x))ȳ(t, x) м.в.

В силу (3.24) послiдовностi {F (ȳn)} i {f(ȳn)ȳn} є обмеженими в L
2n
n−2 ((0,M)×Ω).

Тому вони слабко збiгаються до {F (ȳ)} and {f(ȳ)ȳ} вiдповiдно. Використовую-

чи збiжнiсть v̄n → 0 in L2(0,M), отримаємо

M∫
0

ek(p−M)Hv̄n(p, z̄n(p))dp→
M∫

0

ek(p−M)H0(z̄(p))dp, n→∞, (3.49)

де H0(z̄) = kF (ȳ, 1)− k
2(f(ȳ), ȳ).

Використовуючи оцiнку (3.33, приходимо до висновку, що ∀ t ≥ 0

lim sup
n→∞

|I(zn(t))| ≤ C,
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де стала C не залежить вiд M i t.

Тому iз (3.48) отримуємо

lim sup
n→∞

I(ξn) ≤ Ce−kM +

M∫
0

ek(p−M)H0(z̄(p))dp =

= Ce−kM + I(ξ)− I(ξM)e−kM ≤ 2Ce−kM + I(ξ).

Використавши (3.49), отримаємо

lim sup
n→∞

1

2
‖ξn‖X ≤ 2Ce−kM +

1

2
‖ξ‖X .

Перейшовши до границi при M →∞, отримаємо сильну збiжнiсть ξn до ξ в X

i, вiдтак, припущення (iii).

Тому, в силу теореми 3.2 можемо стверджувати, що для кожного r > 0

iснує γr ∈ K таке, що для кожного u ∈ U1 iз ‖u‖∞ ≤ r i для довiльного z0 ∈ X

виконується наступна нерiвнiсть

lim sup
t→∞

‖Su(t, 0, z0)‖Θ ≤ γr(‖u‖∞). (3.50)

3.3 Застосування до системи реакцiя-дифузiя.

У даному пiдроздiлi ми використовуємо загальну схему пiдроздiлу 3.1

для доведення робастної стiйкостi глобального атрактору системи типу реакцiя-

дифузiя. При цьому ми не накладаємо умов, якi забезпечують єдинiсть розв’язку

початкової задачi.

В обмеженiй областi Ω ⊂ Rn розглянемо систему рiвнянь типу реакцiя-

дифузiя  ut = a∆u− f(u) + g(x) + d(t, x), x ∈ Ω, t > 0,

u|∂Ω = 0,
(3.51)
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де u = u(t, x) = (u1(t, x), ..., uN(t, x)) – невiдома вектор-функцiя, f = (f 1, ..., fN),

g = (g1, ..., gN) – задана функцiя, a – дiйсна матриця N×N така, що 1
2(a+a∗) ≥

µI, µ > 0, d = (d1, ..., dN) – зовнiшнi збурення.

Припустимо, що виконуються наступнi властивостi:

g ∈ (L2(Ω))N , f ∈ C1(RN ;RN),

∃ C1, C2 > 0, γi > 0, pi ≥ 2, i = 1, N такi, що ∀ v ∈ RN

N∑
i=1

|f i(v)|
pi
pi−1 ≤ C1(1 +

N∑
i=1

|vi|pi),

N∑
i=1

f i(v)vi ≥
N∑
i=1

γi|vi|pi − C2,

В подальшому будемо використовувати стандартнi функцiональнi про-

стори:

H = (L2(Ω))N та V = (H1
0(Ω))N .

Позначимо

p = (p1, ..., pN), Lp(Ω) = Lp1(Ω)× ...× LpN (Ω).

Вiдомо [41], що за таких припущень для будь-яких збурень d ∈ L∞(R+;H)

(навiть для d ∈ L2
loc(R+;H)) задача (3.51) є глобально розв’язною у слабкому

сенсi у фазовому просторi H, тобто для будь-якого u0 ∈ H iснує функцiя u =

u(t, x) ∈ L2
loc(0,+∞;V )

⋂
Lploc(0,+∞;Lp(Ω)) така, що для будь-яких T > 0, v ∈

V ∩ Lp(Ω)

d

dt

∫
Ω

u(t, x)v(x)dx+

∫
Ω

(
a∇u(t, x)∇v(x)+

+f(u(t, x))v(x)− g(x)v(x)− d(t, x)v(x)
)
dx = 0

в сенсi скалярних розподiлiв на (0, T ), та u(0, x) = u0(x). Єдинiсть такого

розв’язку не гарантується.
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За рахунок включення u ∈ C([0,+∞);H) остання рiвнiсть має сенс.

Розглянемо незбурену систему (d ≡ 0) ut = a∆u− f(u) + g(x), x ∈ Ω, t > 0,

u|∂Ω = 0.
(3.52)

Вiдомо [41], що вiдповiдна багатозначна напiвгрупа S : R+ ×H 7→ 2H

S(t, u0) = {u(t)| u(·) є глобальним слабким

розв’язком (3.52), u(0) = u0}

має глобальний атрактор Θ в H, тобто, iснує компактна множина Θ ⊂ H така,

що виконуються наступнi властивостi:

(i) Θ = S(t,Θ), t ≥ 0,

(ii) для будь-якої обмеженої множини B ⊂ H

dist(S(t, B),Θ)→ 0 при t→∞,

де для заданих A,B ⊂ H ми позначаємо

S(t, B) =
⋃
b∈B

S(t, b),

dist(A,Θ) = sup
x∈A

inf
y∈Θ
‖x− y‖H .

Дана властивiсть гарантує, що будь-який розв’язок (3.52) прямує до Θ

при t → ∞. Нас цiкавить довгострокова поведiнка вiдповiдних розв’язкiв у

випадку системи (3.51), на яку дiє зовнiшнє збурення d.

Нехай задано початковий стан u0 := u(0) ∈ H та збурюючий сигнал d.

Позначимо Sd(t, u0) множину всiх розв’язкiв (3.51) з u(0) = u0. Через наяв-

нiсть збурення загалом немає гарантiї, що розв’язки будуть збiгатися до Θ при

t → ∞. Виявляється, що глобальний атрактор є робастним при збуреннi, тоб-

то збурення малої величини впливають на його властивостi незначним чином.
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Ця властивiсть робастностi може бути виражена в рамках теорiї ISS наступним

чином: iснує β ∈ KL та γ ∈ K такi, що для будь-яких u0 ∈ H та d ∈ L∞(R+;H)

‖Sd(t, u0)‖Θ ≤ β(‖u0‖Θ, t) + γ(‖d‖∞), t ≥ 0, (3.53)

де класи K, KL визначенi вище,

‖d‖∞ = esssupt≥0‖d(t)‖H , якщо d ∈ L∞(R+;H),

‖u‖Θ = inf
θ∈Θ
‖u− θ‖H , якщо u ∈ H,

‖U‖Θ = sup
u∈U
‖u‖Θ, U ⊂ H.

Варто зазначити, що в загальному випадку Θ 6= {0}. Бiльш того, структура

такого атрактора дуже складна [97]. Тому оцiнки типу (3.53) не можна отримати

за допомогою прямих апрiорних оцiнок.

На жаль, властивiсть (3.53), взагалi кажучи, не гарантується навiть у

випадку Θ = {0}, як було показано в прикладi [57].

У цiй роботi доведено наступну властивiсть AG, яка дуже близька до

(3.53): iснує γ ∈ K таке, що для будь-якого u0 ∈ H та будь-якого d ∈ L∞(R+;H)

виконується

lim
t→∞

sup ‖Sd(t, u0)‖Θ ≤ γ(‖d‖∞). (3.54)

Надалi будемо вважати, що d ∈ L∞(R+;H), ‖d‖∞≤R0. Опираючись на [41],

розглянемо множину

Σ(d) = clL2,ω
loc (R+;H){d(·+ τ) | τ ≥ 0},

де clXA означає замикання множини A в топологiї простору X. Вiдомо, що Σ(d)

є iнварiантною щодо зсувiв, компактною в L2,ω
loc (R+;H) множиною, i

∀h ∈ Σ(d) ‖h‖2
+ := sup

t+1∫
t

‖h(s)‖2
Hdx ≤ ‖d‖2

∞. (3.55)
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Розглянемо сiм’ю множинозначних вiдображень

{Sh : R+ ×H 7→ 2H}, (3.56)

де Sh(t, u0)={u(t) |u(·) є розв’язком (3.51) зi збу- ренням α = h, u(0) = u0}h∈Σ(d).

Виявляється, що властивiсть робастної стiйкостi типу (3.54) можна вста-

новити, використовуючи властивостi рiвномiрних атракторiв (3.56). Позначимо

SΣ(t, u0) =
⋃
h∈Σ

Sh(t, u0).

Означення 3.5. Компактна множина ΘΣ⊂H називається рiвномiрним атра-

ктором сiм’ї {Sh}h∈Σ, якщо для довiльної обмеженої B⊂H

dist(SΣ(t, B),ΘΣ)→ 0 (3.57)

i є мiнiмальною замкненою множиною, що задовольняє (3.57).

Теорема 3.5. [41, 97] Для кожного збурення d, ‖d‖∞ ≤ R0, сiм’я вiд-

ображень {Sh}h∈Σ(d), що визначена в (3.56), має рiвномiрний атрактор ΘΣ(d),

причому

ΘΣ(d) ⊂ SΣ(d)(t,ΘΣ(d)) ∀t ≥ 0. (3.58)

Основним результатом роботи є наступна теорема.

Теорема 3.6. Для розв’язкiв задачi (3.51) з обмеженими збуреннями

‖d‖∞ ≤ R0 iснує функцiя γ ∈ K така, що ∀u0 ∈ H

lim sup
t→∞

‖Sd(t, u0)‖Θ ≤ γ(‖d‖∞), (3.59)

де Θ ⊂ H – глобальний атрактор незбуреної системи (3.52).

Доведення. Припустимо, що ми маємо граничну рiвнiсть

dist(ΘΣ(d),Θ)→ 0, ‖d‖∞ → 0. (3.60)
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Доведемо, що з (3.60) випливає (3.59). Дiйсно, за побудовою Σ(0) = {0} i d ∈

Σ(d). Отже, для u0∈H, z∈ΘΣ(d), t>0, u(t)∈Sd(t, u0) маємо: для θ∈Θ

‖u(t)−θ‖H≤‖u(t)−z‖H+‖z−θ‖H ⇒

inf
θ∈Θ
‖u(t)−θ‖H≤‖u(t)−z‖H+ inf

θ∈Θ
‖z−θ‖H ⇒

inf
θ∈Θ
‖u(t)−θ‖H≤ inf

z∈ΘΣ(d)

‖u(t)−z‖H +

+ sup
z∈ΘΣ(d)

inf
θ∈Θ
‖z−θ‖H ⇒

‖u(t)‖Θ≤dist(u(t),ΘΣ(d))+dist(ΘΣ(d),Θ)⇒

‖Sd(t, u0)‖Θ≤dist(SΣ(d)(t, u0),ΘΣ(d)) +

+dist(ΘΣ(d),Θ).

Оскiльки ΘΣ(d) – рiвномiрний атрактор, то з (3.57) для кожного d маємо:

dist(SΣ(d)(t, u0),ΘΣ(d))→ 0, t→ +∞.

Покладемо

γ(s):= sup
‖d‖∞≤s

dist(ΘΣ(d),Θ)+s.

В силу (3.60) γ∈K i

dist(ΘΣ(d),Θ)≤γ(‖d‖∞),

що i означає виконання (3.59).

Отже, доведемо (3.60). З [97] маємо наступнi властивостi розв’язкiв задачi

(3.51) при

d=h∈L2
loc(R+;H), ‖h‖+<∞ :

1) дисипативнiсть: ∀u0∈H ∀h∈L2
loc(R+;H), ‖h‖+<∞∀u(·)∈Sh(·, u0) ∀t≥0

‖u(t)‖2
H ≤ ‖u0‖2

He
−δt +K(‖h‖2

+ + 1), (3.61)
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де додатнi константи δ,K залежать лише вiд констант задачi (3.51);

2) залежнiсть вiд u0, h: якщо hn→h в L2,ω
loc (R+;H), un0→u0 слабо в H, то

по деякiй пiдпослiдовностi для t > 0:

Shn(t, u
n
0) 3 un(t)→u(t) ∈ Sh(t, u0) в H. (3.62)

Тепер вiд супротивного припустимо, що (3.60) не має мiсця. Це означає,

що ∃dn→0 в L∞(R+;H) ∃ε>0 ∃zn∈ΘΣ(dn) такi, що

dist(zn,Θ) ≥ ε. (3.63)

З (3.61) виводимо: ∀u(·)∈SΣ(d)(·, u0) ∀t≥0

‖u(t)‖2
H ≤ ‖u0‖2

He
−δt +K(‖d‖2

∞ + 1). (3.64)

Оскiльки в силу [97] ξ ∈ ΘΣ⇔ξ= lim
n→∞

ξn, де ξn∈SΣ(tn, B) де tn ↗ ∞, B ⊂ H –

обмежена, то з (3.64) маємо:

∀ξ ∈ ΘΣ(d) ‖ξ‖2
H ≤ K(‖d‖2

∞ + 1),

тобто iснує обмежена B0 ⊂ H така, що ∀d, ‖d‖∞≤R0

ΘΣ(d)⊂B0.

Тодi zn∈ΘΣ(dn)⊂SΣ(dn)(t,ΘΣ(dn))⊂SΣ(dn)(t, B0).

Отже, zn = un(t) ∈ Shn(t, ξn), де ξn→ξ слабо в H, ‖hn‖+ ≤ ‖dn‖∞ → 0.

Звiдси hn → 0 в L2,ω
loc (R+;H) i за властивiстю (3.62) по пiдпослiдовностi

un(t)→ u(t) ∈ S(t, ξ) ⊂ S(t, B0). (3.65)

В силу рiвномiрного притягнення можемо вибрати t > 0 так, щоб

dist(S(t, B0),Θ) <
ε

2
.
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Тодi з (3.65)

zn → u(t) ∈ O ε
2
(Θ),

що суперечить (3.63). Теорема доведена.

3.4 Застосування до систем типу ODE-PDE

В даному пiдроздiлi загальна схема дослiдження робастної стiйкостi за-

стосовується до змiшаної системи, що складається з параболiчної системи типу

реакцiї-дифузiї та системи звичайних диференцiальних рiвнянь, що зазнає обме-

жених збурень.

Нехай Ω ⊂ Rm - обмежена область. Розглядаємо задачу du
dt = A4 u− f(u) +B(x)v(t) +D(x)d1(t), x ∈ Ω, t > 0,

u|∂Ω = 0,
(3.66)

dv

dt
= −F (v) +

∫
Ω

G(x)u(x, t)dx+ d2(t). (3.67)

Тут A - N × N матриця, 1
2(A + A∗) ≥ ν1I, u = u(x, t) = (u1, ..., uN), v =

v(t) = (v1, ..., vM) – невiдомi функцiї, B,D,G ∈ L2(Ω) – заданi матрицi вiд-

повiдних розмiрностей, d1 ∈ L∞(0,+∞;RN), d2 ∈ L∞(0,+∞;RM) – вхiднi "збу-

рюючi"сигнали, i для всiх u, ω ∈ RN , y ∈ RM виконуються умови:

f ∈ C1(RN ;RN), F ∈ C1(RM ;RM),

N∑
i=1

f i(u)ui ≥ ν2 ·
N∑
i=1

|ui|pi − c1

N∑
i=1

|f i(u)|
pi
pi−1 ≤ c2(

N∑
i=1

|ui|pi + 1)

(Df(u)ω, ω)RN ≥ −c3 · ‖ω‖2
RN (3.68)
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M∑
i=1

F i(y)yi ≥ ν3‖y‖2
RM − c4

де ν1, ν2, ν3, c1, c2, c3, c4 – заданi додатнi константи, pi ≥ 2, i = 1, N .

Надалi будемо використовувати позначення:

p = (p1, ..., pN), q = (q1, ..., qN), qi =
pi

pi − 1

Lp(Ω) = Lp1(Ω)× ...× LpN (Ω)

Lp(0, T ;Lp(Ω)) = Lp1(0, T ;Lp1(Ω))× ...× LpN (0, T ;LpN (Ω))

H = (L2(Ω))N , V = (H1
0(Ω))N

AC([0, T ];RM) – простiр абсолютно неперервних функцiй iз [0, T ] в RM .

Вiдомо [41], що за умов (3.7) задача (3.66),(3.67) для довiльних збурень d =

{d1, d2} ∈ L∞(0,+∞;RN)×L∞(0,+∞;RM) та для довiльних початкових даних

z0 = {u0, v0} з фазового простору X = (L2(Ω))N × RM та ∀T > 0 має єдиний

розв’язок

z = {u, v} ∈ (L2(0, T ;V ) ∩ Lp(0, T ;Lp(Ω)))× AC([0, T ];RM)

Продовжуючи кожен такий розв’язок на [0,+∞), покладемо

Sd(t, z0) := z(t), z(·)− розв’язок (3.66), (3.67) зi збуренням d, z(0) = z0.

Ми доведемо, що за вiдсутностi збурень (d ≡ 0) напiвгрупа S0 має глобальний

атрактор Θ ⊂ X, тобто iснує компактна множина Θ ⊂ X, яка є iнварiантною:

S0(t,Θ) = Θ ∀t > 0,

i рiвномiрно притягуючою:

dist(S0(t, B),Θ)→ 0, t→∞ для будь-якої обмеженої B ⊂ X,
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де тут i надалi

dist(A,B) = inf
a∈A

sup
b∈B
‖a− b‖X

За наявностi збурень Sd вже не є напiвгрупою, i виникає питання про те, як за-

лежить вiдхилення траекторiй збуреної системи Sd вiд множини Θ в залежностi

вiд величини

‖d‖∞ := max{esssupt≥0‖d1(t)‖RN , esssupt≥0‖d2(t)‖RM}.

При цьому, вiдхилення точки z ∈ X вiд множини Θ ⊂ X будемо оцiню-

вати за допомогою величини:

‖z‖Θ := inf
θ∈Θ
‖z − θ‖X

Ми доведемо, що Θ є стiйким в сенсi ISS, тобто

∃ r > 0, ∃ β ∈ KL, ∃ γ ∈ K такi, що

∀ ‖z0‖Θ ≤ r ∀ ‖d‖∞ ≤ r,∀ t ≥ 0

‖Sd(t, z0)‖Θ ≤ β(‖z0‖Θ, t) + γ(‖d‖∞). (3.69)

де класи K, KL визначенi вище.

Теорема 3.7. За умов при d = 0 напiвгрупа S0 має глобальний атрактор

Θ в фазовому просторi X, який є стiйким щодо збурень в сенсi (3.69).

Доведення. Спочатку доведемо iснування глобального атрактору у S0. Згiдно

[152] для цього достатньо встановити, що S0 є дисипативною, неперервною i

асимптотично компактною.

Встановимо деякi апрiорнi оцiнки для z(t) = {u(t), v(t)} = Sd(t, z0).

Оскiльки для u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ Lp(0, T ;Lp(Ω)), v ∈ C([0, T ];RM) в силу (3.7)

A4 u− f(u) +B · v +D · d ∈ L2(0, T ;V ∗) + Lq(0, T ;Lq(Ω)) + L∞(0, T ;L2(Ω))
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⊂ L2(0, T ;V ∗) + Lq(0, T ;Lq(Ω)),

то згiдно [41] u : [0, T ] 7→ H є абсолютно неперервною функцiєю, i пiсля множе-

ння (3.66) на u скалярно в H, (3.67) на v скалярно в Rm одержуємо: для майже

всiх (м.в.) t > 0

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

H + ν1‖u(t)‖2
V + ν2‖u(t)‖pLp ≤ c1|Ω|+ ‖B‖L2 · ‖v(t)‖RM + ‖D‖L2, ·‖d‖∞

(3.70)

1

2

d

dt
‖v(t)‖2

RM + ν3‖v(t)‖2
RM ≤ c4 + ‖G‖L2 · ‖u(t)‖H + ‖d‖∞. (3.71)

З (3.70), (3), нерiвностi Юнга i нерiвностi Пуанкаре виводимо, що iснують ν >

0, c > 0, що залежать лише вiд констант задачi та ‖B‖L2, ‖G‖L2 такi, що для

м.в. t > 0

d

dt
(‖u(t)‖2

H + ‖v(t)‖2
RM ) + ν(‖u(t)‖2

H + ‖v(t)‖2
RM ) ≤ c+ ‖d‖∞(1 + ‖D‖L2) (3.72)

Звiдси, в силу неперервностi z· = {u(·), v(·)} : [0,+∞) 7→ X виводимо:

∀t ≥ 0 ‖z(t)‖2
X ≤ ‖z0‖2

Xe
−νt +

c

ν
+

1 + ‖D‖L2

ν
· ‖d‖∞ (3.73)

З (3.73) при d = 0 одержуємо дисипативнiсть S0.

Тепер розглянемо z1−z2, де z1 = {u1, v1}, z2 = {u2, v2} – розв’язки (3.66),

(3.67) при d1 = d2 = 0. Використовуючи оцiнку (3.73) при d = 0, одержуємо для

кожного розв’язку:

sup
t≥0
‖z(t)‖2

x ≤ ‖z0‖2
X +

c

ν
(3.74)

Звiдси виводимо:

1

2

d

dt
‖u1 − u2‖2

H + ν1‖u1 − u2‖2
V ≤ c3‖u1 − u2‖2

H + ‖B‖L2‖v1 − v2‖RM‖u1 − u2‖H

1

2

d

dt
‖v1− v2‖2

RM ≤ sup
‖v‖RM≤r0

‖DF (v)‖ · ‖v1− v2‖2
RM + ‖G‖L2‖u1− u2‖H‖v1− v2‖RM ,
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де r0 =
√
max{‖z1(0)‖2

X , ‖z2(0)‖2
X}+ c

ν .

Отже, з деякою константою c(r0) > 0 одержуємо

∀t ≥ 0 ‖z1(t)− z2(t)‖2
X ≤ ec(r0)t‖z1(0)− z2(0)‖X . (3.75)

З (3.75) випливає неперервнiсть S0.

Доведемо асимптотичну компактнiсть S0, тобто предкомпактнiсть послi-

довностi {ξn = S0(tn, z
n
0 )}, де tn → +∞, {zn0} - обмежена в X.

Оскiльки {ξn = S0(1, S0(tn− 1, zn0 ))}, то в силу (3.73) достатньо показати

предкомпактнiсть {S0(1, z
n
0 )}, ‖zn0‖X ≤ r.

Нехай zn(t) = {un(t), vn(t)} = S0(t, z
n
0 ), ‖zn0‖X ≤ r.

Обмеженiсть, а отже предкомпактнiсть {vn(1)} в RM випливає з (3.73).

Доведемо, що

‖un(1)‖V ≤ K(r) (3.76)

з деякою константою K(r), яка не залежить вiд n. Тодi з компактностi вкладе-

ння V ⊂ H одержимо предкомпактнiсть {un(1)} в H.

Виведемо (3.76), слiдуючи мiркуванням з [61], якi обгрунтовуються пере-

ходом до гальоркiнських апроксимацiй задачi (3.66), (3.67). Домножимо (3.66)

на 4un в H. З урахуванням умов (3.7) одержимо нерiвнiсть:

1

2

d

dt
‖un(t)‖2

V + ν1‖∆un(t)‖2
H ≤

c3‖un(t)‖2
V + ‖B‖L2‖vn(t)‖RM‖∆un(t)‖H + ‖f(0)‖RN‖∆un(t)‖H . (3.77)

Оскiльки

sup
t≥0
‖vn(t)‖RM ≤

√
r2 +

c

ν
, (3.78)

то з (12) виводимо:

d

dt
‖un(t)‖2

V + λ‖un(t)‖2
V ≤ c(r)(‖un(t)‖2

V + 1) (3.79)
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з деякими додатнiми константами λ i c(r).

Пiсля множення (3.79) на teλt маємо:

d

dt
(t‖un(t)‖2

V e
λt) ≤ c(r)(‖un(t)‖2

V + 1)teλt + ‖un(t)‖2
V e

λt.

Iнтегруючи останню нерiвнiсть вiд 0 до 1, одержуємо:

‖un(1)‖2
V ≤ (c(r) + 1)

∫ 1

0

‖un(t)‖2
V dt+ c(r). (3.80)

З нерiвностей (3.70) i (3.78) одержуємо:

ν1

∫ 1

0

‖un(t)‖2
V dt ≤

1

2
r2 + c1(Ω) + ‖B‖L2

√
r2 +

c

ν
. (3.81)

З (3.80) i (3.81) виводимо оцiнку (3.76).

Таким чином, напiвргупа S0 має глобальний атрактор Θ ⊂ X. Встанови-

мо його робастну стiйкiсть в сенсi (3.69). Для цього перевiримо умови Теореми

3.1. З оцiнки (3.74) виводимо властивiсть i), з σ1(r) = r, c0 =
√

c
ν , з (3.75) виво-

димо ii). Залишилося довести iii). Оскiльки властивiсть (3.69) носить локальний

характер, то без обмеження загальностi можемо вважати, що ‖d‖∞ ≤ 1.

Нехай z1(t) = {u1(t), v1(t)} = Sd(t, z0), z2(t) = {u2(t), v2(t)} = S0(t, z0). Тодi,

аналогiчно до виводу оцiнки (3.75) маємо:

d

dt
‖z1−z2‖2

X ≤ 2c3‖u1−u2‖2
H+2 sup

‖v‖≤r
‖DF (v)‖‖v1−v2‖2

RM+(‖B‖L2+‖G‖L2)‖z1−z2‖2
X+

(3.82)

+4 · (‖D‖L2 + 1)‖z1 − z2‖X‖d‖∞,

де r0 визначається з оцiнки

max{sup
t≥0
‖v1(t)‖RM , sup

t≥0
‖v2(t)‖RM} ≤

≤
√
r2 +

c

ν
+

1 + ‖D‖L2

ν
· ‖d‖∞ ≤

√
r2 +

c

ν
+

1 + ‖D‖L2

ν
=: r0
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Позначимо c̄(r) = 2c3 +‖B‖L2 +‖G‖L2 +sup‖v‖RM≤r0
‖DF (v)‖, D̄ = 4(‖D‖L2 +1).

Тодi ∀T ≥ t ≥ 0 маємо

d

dt
‖z1 − z2‖2

X ≤ c̄(r)‖z1 − z2‖2
X + D̄ sup

t∈[0,T ]

‖z1(t)− z2(t)‖X · ‖d‖∞.

Пiсля iнтегрування вiд 0 до t:

‖z(t)− z2(t)‖2
X ≤ c̄(r)

∫ t

0

‖z1(s)− z2(s)‖2
Xds+ D̄ · T · sup

t∈[0,T ]

‖z(t)− z2(t)‖X · ‖d‖∞.

Тодi з Леми Гронуола виводимо:

sup
t∈[0,T ]

‖z1(s)− z2(s)‖X ≤ D̄ · T · ec̄(r)T · ‖d‖∞,

звiдки i випливає 3) з ϕ(r, t) = D̄ · t · ec̄(r)t. Теорема доведена.

Тепер розглянемо робастну стiйкiсть положення рiвноваги для звичаного

диференцiального рiвняння i параболiчного рiвняння в частинних похiднихa, що

пiддається зовнiшнiм збуренням через крайовi умови параболiчного рiвняння.

Додатково до вже введених множини функцiй порiвняння K, L i KL

розглянемо

KKL = {β : R2
+×R+ → R+ : неперервна iз β(·, r, t), β(r, ·, t) ∈ K, β(r, ·) ∈ L}.

Через Sn позначимо множину симетричних матриць розмiрностi n. Для P,Q ∈

Sn, пишемо P � Q тодi i лише тодi, коли P − Q є додатньо визначеною. Для

A ∈ Sn її найменше i найбiльше власне число позначаються через λmin(A) i

λmax(A) вiдповiдно.

Розглянемо пов’язану зворотним зв’язком систему рiвнянь

ut(z, t) = a2uzz(z, t) + f(u(z, t)) +BT(z)x(t),

ẋ(t) = Cx(t) +X(x(t)) +

l∫
0

D(z)u(z, t) dz,
(3.83)
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з початковими умовами

x(0) = x0 ∈ Rn, u(z, 0) = ϕ(z), ϕ ∈ L2[0, l], z ∈ (0, l), t ∈ (0,+∞)

(3.84)

i граничними умовами

u(0, t) = d1(t), u(l, t) = d2(t), (3.85)

де a > 0, C ∈ Rn×n, B,D ∈ L2([0, l],Rn). Для нелiнiйних функцiй f : R→ R i

X : Rn → Rn припускаємо:

1) f(s) може бути записана як f(s) = f0(s) + f1(s), f0(0) = f1(0) = 0, де

f0(·) є глобально Лiпшицевою зi сталою Лiпшиця L > 0, тобто

|f0(s2)− f0(s1)| ≤ L|s2 − s1|, s1, s2 ∈ R (3.86)

i f1 ∈ C1(R,R).

2) ∃σ ∈ R, α > 0 i q ≥ 3/2 такi, що

sf(s) ≤ σs2 − α|s|2q для всiх s 6= 0; (3.87)

3) ∃ ζ > 0, c0 > 0 такi, що для всiх s ∈ R виконується:

|f ′1(s)| ≤ c0(1 + |s|2q−2), |f1(s)| ≤ ζ|s|2q−1 (3.88)

4) X ∈ C1(Rn,Rn) i iснує δ2 > 0 таке, що для всiх x ∈ Rn виконується

‖X(x)‖ ≤ δ2‖x‖2q−1. (3.89)

Припускається, що збурення di(t), i = 1, 2 належать класу L∞(R+) iз

di(0) = 0 i такi, що ḋi ∈ L∞(R+).

Для задачi (3.83)—(3.85) ми зацiкавленi у слабких розв’язках, визначених

наступним чином
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Означення 3.6. Пара функцiй u ∈ L2([0, T ], H1[0, l])∩L2q([0, T ], L2q[0, l])

i x ∈ C([0, T ],Rn), що задовольняють

T∫
0

〈ut(·, t), φ(·, t)〉 dt =

T∫
0

(−a2〈uz(·, t), φz(·, t)〉

+〈f(u(·, t)) +BT(·)x(t), φ(·, t)〉) dt

ẋ(t) = Cx(t) +X(x) +

l∫
0

D(z)u(z, t) dz,

(3.90)

для довiльного φ ∈ C∞0 ([0, T ], C∞0 [0, l]) i умови (3.84)—(3.85), називається слаб-

ким розв’язком задачi (3.83)—(3.85).

Означення 3.7. Будемо казати, що система (3.83)—(3.85) є ISS-стiйкою,

якщо iснують βi ∈ KKL, γi ∈ K, i = 1, 2 такi що для довiльного початкового

стану i довiльного збурення (d1, d2) розв’язок задовольняє

‖u(·, t, ϕ, x0)‖L2[0,l] ≤ β1(‖ϕ‖L2[0,l], ‖x0‖, t) + γ1(d∞), t ≥ 0

‖x(t, ϕ, x0)‖ ≤ β2(‖ϕ‖L2[0,l], ‖x0‖, t) + γ2(d∞), t ≥ 0
(3.91)

де d∞ = max(‖d1‖L∞, ‖d2‖L∞).

Ключову роль у встановленнi властивостi ISS вiдiграє наступний резуль-

тат.

Лема 3.4. Нехай (u, x) – розв’язок системи (3.83). Тодi

u(z, t) = w(z, t) + v(z, t), (3.92)

де (v, x) ∈ (L2([0, T ], H1
0 [0, l]) ∩ L2q([0, T ], L2q[0, l])) × C([0, T ],Rn) – розв’язок

задачi
vt(z, t) = a2vzz(z, t) + f(v(z, t)) +BT(z)x(t) + g(z, t),

ẋ(t) = Cx(t) +X(x(t)) +

l∫
0

D(z)v(z, t) dz + p(t).
(3.93)
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з початковими умовами

x(0) = x0, v(z, 0) = ϕ(z) (3.94)

i граничними умовами

v(0, t) = 0, v(l, t) = 0, (3.95)

i функцiї w(z, t), g(z, t) i p(t) задовольняють для майже всiх (z, t) ∈ [0, l]×R+

наступнi оцiнки: |w(z, t)| ≤ d∞ i

|g(z, t)| ≤ ψ1(ε)|v(z, t)|2q−1 + ψ0(ε, d∞), ‖p(t)‖ ≤
√
l‖D‖L2[0,l]d∞, (3.96)

де ε > 0 i

ψ0(ε, d∞) = c0ε
1−2q 1

2q − 1
d2q−1
∞ + (L+ c0)d∞ + c0d

2q−1
∞ ,

ψ1(ε) = c0
2q − 2

2q − 1
ε(2q−1)/(2q−2).

Доведення. Пiдставивши u(z, t) = w(z, t) + v(z, t) в (3.83), отримаємо

vt(z, t) = a2vzz(z, t) +BT(z)x(t) + a2wzz(z, t)− wt(z, t) + f(v(z, t) + w(z, t)),

ẋ(t) = Cx(t) +X(x(t)) +

l∫
0

D(z)v(z, t) dz +

l∫
0

D(z)w(z, t) dz.

(3.97)

Позначимо g(z, t) := f(v(z, t) + w(z, t))− f(v(z, t)), p(t) :=
l∫

0

D(z)w(z, t) dz.

Нехай w ∈ H1,1([0, l]× [0, T ]) – слабкий розв’язок задачi

wt(z, t)− a2wzz(z, t) = 0,

w(0, t) = d1(t), w(l, t) = d2(t), w(z, 0) = 0,
(3.98)

за означенням це означає, що для довiльного φ ∈ C∞0 ([0, l]× [0, T ]) виконується

наступна рiвнiсть
T∫

0

〈wt(·, t), φ(·, t)〉 dt+ a2

T∫
0

〈wz(z, t), φz(z, t)〉 dt = 0. (3.99)



123

В цьому випадку (3.99) виконується також для всiх φ ∈ H1,1
0 ([0, l]× [0, T ]).

Зауважимо, що умови di(0) = 0, ḋi ∈ L∞(R+) гарантують iснування слаб-

кого розв’язку w ∈ L2([0, T ], H1[0, l]) ∩ L2q([0, T ], L2q[0, l]) задачi (3.98). Дiйсно,

функцiя w̃(z, t) = w(z, t)−
(
z
l d2(t) + l−z

l d1(t)
)
є слабким розв’язком задачi

w̃t(z, t)− a2w̃zz(z, t) = ∆(z, t), ∆(z, t) = −z
l
ḋ2(t)−

l − z
l
ḋ1(t),

w̃(0, t) = 0, w̃(l, t) = 0, w̃(z, 0) = 0.

(3.100)

Задачi (3.98) i (3.100) є еквiвалентними. Тому достатньо показати iснування

слабкого розв’язку для задачi (3.100). Оскiльки ∆ ∈ L2([0, l]× [0, T ]), то маємо

iснування єдиного розв’язку w̃ ∈ H2,1([0, l]× [0, T ]) задачi (3.100). За (слабким)

принципом максимуму, застосованим до w маємо, що

|w(z, t)| ≤ d∞ для майже всiх (z, t) ∈ [0, l]× [0,∞).

Iз припущень 1)—2) для f отримаємо оцiнку для g(z, t) для майже всiх (z, t) ∈

[0, l]× [0,∞):

|g(z, t)| ≤ |f0(v(z, t) + w(z, t))− f0(v(z, t))|+ |f1(v(z, t) + w(z, t))− f1(v(z, t))|

≤ L|w(z, t)|+ |f ′(ηv(z, t) + (1− η)w(z, t))||w(z, t)|

≤ Ld∞ + c0(1 + (η|v(z, t)|+ (1− η)|w(z, t)|)2q−2)d∞,

де η ∈ (0, 1). Оскiльки функцiя s 7→ 1 + s2q−2, s ≥ 0, є опуклою, то отримаємо

|g(z, t)| ≤ Ld∞ + c0(1 + (η|v(z, t)|+ (1− η)|w(z, t)|)2q−2)d∞

≤ Ld∞ + c0(1 + |v(z, t)|2q−2 + |w(z, t)|2q−2)d∞

≤ c0d∞|v(z, t)|2q−2 + (L+ c0)d∞ + c0d
2q−1
∞ .

З нерiвностi Юнга з p1 = (2q − 1)/(2q − 2), p2 = 2q − 1 отримаємо

d∞|v(z, t)|2q−2 ≤ 2q − 2

2q − 1
ε(2q−1)/(2q−2)|v(z, t)|2q−1 + ε1−2q 1

2q − 1
d2q−1
∞ ,
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де ε > 0. Нарештi, отримаємо, що для майже всiх (z, t) ∈ [0, l]× [0,∞) викону-

ється наступне:

|g(z, t)| ≤ c0
2q − 2

2q − 1
ε(2q−1)/(2q−2)|v(z, t)|2q−1

+c0ε
1−2q 1

2q − 1
d2q−1
∞ + (L+ c0)d∞ + c0d

2q−1
∞ = ψ1(ε)|v(z, t)|2q−1 + ψ0(ε, d∞)

Для оцiнки p(t) скористаємось нерiвнiстю Кошi-Буняковського:

‖p(t)‖ ≤
l∫

0

‖D(z)‖|w(z, t)| dz ≤ ‖D‖L2[0,l]‖w(·, t)‖L2[0,l] ≤ d∞
√
l‖D‖L2[0,l].

В силу w ∈ H2,1([0, l]×[0, T ]) iз (3.97) випливає, що v ∈ L2([0, T ], H1
0 [0, l])∩

L2q([0, T ], L2q[0, l]) – слабкий розв’язок задачi (3.93) iз (3.94) i (3.95). Це завер-

шує доведення леми.

Для оцiнки розв’язкiв задачi (3.93) використовуємо прямий метод Ляпу-

нова. Для цього означимо

V (v(·, t), x) := 〈v(·, t), v(·, t)〉+ 2〈xTP12, v(·, t)〉+ xTPx, (3.101)

де P12 ∈ (H2
0([0, l])n – розв’язок крайової задачi

a2P ′′12(z) + CTP12(z) = −B(z)− PD(z), P12(0) = P12(l) = 0, (3.102)

i P ∈ Rn×n є симетричною додатньо визначеною матрицею.

Вiзьмемо γ > −1/2λmin(CT + C) i означимо

Sγ :=
1

2
(CT + C) + γI, Zγ :=

1

2
(−CT + C) + γI.

Також позначимо

Π1 =

 1 −‖P12‖L2[0,l]

−‖P12‖L2[0,l] λmin(P )

 , Π2 =

 1 ‖P12‖L2[0,l]

‖P12‖L2[0,l] λmax(P )


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Теорема 3.8. Припустимо, що f i X задовольняють умови 1)—4) i,

крiм того,

5) для деякого γ > −1
2λmin(CT + C) i додатньо визначеного P

det sin(1
aS

1/2
γ l) 6= 0, Π1 є додатньо визначеним i для деякого δ1 > 0

xTPX(x) ≤ −δ1‖x‖2q, x ∈ Rn,

6) виконується наступнi нерiвностi

ω := 2
(π2a2

l2
− ‖D‖L2[0,l]‖P12‖L2[0,l] − σ

)
> 0,

Ω := −
(
CTP + PC

− 1

a2

l∫
0

l∫
0

(P12(z, ζ)(B(ζ) + PD(ζ))BT(z)

+B(z)(BT(ζ) +DT(ζ)P )PT12(z, ζ))dζdz
)
� 0,

(3.103)

7) матриця

Ξ =

 ω −L‖P12‖L2[0,l]

−L‖P12‖L2[0,l] λmin(Ω)


є додатньо визначеною.

8) Нехай iснує пара τ1 > τ2 > 0, що задовольняють

ζ‖P12‖L1[0,l]

q
τ 2q

1 +
δ2‖P12‖L2[0,l](2q − 1)

q
τ

2q/(2q−1)
1 = 2δ1

δ2‖P12‖L2[0,l]l
q−1

q
τ−2q

2 +
ζ(2q − 1)‖P12‖L∞[0,l]

q
τ
−2q/(2q−1)
2 = 2α

Тодi (3.83)—(3.85) є ISS щодо збурень (d1, d2) в сенсi (3.91).



ВИСНОВКИ

В роботi були дослiдженi питання стiйкостi та робастностi глобальних

атракторiв, а також питання побудови ефективних наближених керувань, в не-

лiнiйних нескiнченновимiрних системах, що функцiонують пiд дiєю збурень. До-

слiдження проводились в наступних трьох напрямах: були одержанi результа-

ти щодо наближених оптимальних керувань в системах зi збуреннями в коефi-

цiєнтах; були одержанi результати щодо iснування та властивостей притягую-

чих множин та атракторiв асимптотично-компактних iмпульсних процесiв в не-

скiнченновимiрних фазових просторах, та одержанi застосування до iмпульсно-

збурених слабо-нелiнiйних хвильових рiвнянь та систем без єдиностi; були одер-

жанi результати щодо робастної стiйкостi збурених нескiнченновимiрних систем,

вiдносно глобальних атракторiв вiдповiдних незбурених систем, та одержанi за-

стосування до встановлення робастної стiйкостi дисипативних параболiчних та

хвильових рiвнянь зi збуреннями, а також змiшаних систем. Були одержанi на-

ступнi основнi результати:

– для еволюцiйних керованих систем зi збуреннями в коефiцiєнтах об-

грунтовано методи побудови наближених оптимальних керувань. Розглянутi за-

дачi керування для еволюцiйних включень з лiпшицевими та напiнеперервни-

ми правими частинами, а також задачi наближеного керування та синтезу для

нелiнiйних параболiчних рiвнянь з коерцитивними цiльовими функцiоналами.

Шляхом переходу до усереднених параметрiв одержанi теореми про збiжнiсть

наближених керувань до оптимальних. Обгрунтовано метод усереднення для

знаходження наближеного оптимального керування для еволюцiйних керова-

них рiвнянь з многозначною лiпшицевою правою частиною на скiнченому часо-
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виму промiжку та на пiвосi за умови iснування середнього значення в метри-

цi Хаусдорфа. Цей метод суттєво модифiковано i застосовано до еволюцiйного

включення з напiнеперервною правою частиною, для якої не iснує класичного

середнього значення. Шляхом переходу до усереднених параметрiв розв’язана

задача наближеного керування для нелiнiйного рiвняння типу реакцiя-дифузiя з

коерцитивними цiльовим функцiоналом. Обгрунтовано наближений синтез, тоб-

то керування в формi оберненого зв’язку для нелiнiйно-збуреного еволюцiйного

рiвняння параболiчного типу.

– одержано результати щодо якiсної поведiнки нескiнченновимiрних си-

стем, що функцiонують пiд дiєю iмпульсних та випадкових збурень. Одержано

новi ефективнi достатнi умови для властивостi асимптотичної компактностi iм-

пульсного процесу в нескiнченновимiрному фазовому просторi, яка може бути

перевiрена, виходячи лише з властивостей неперервної напiвгрупи i властиво-

стей iмпульсного вiдображення. Це дозволило встановити новi результати щодо

iснування та властивостей рiвномiрних притягуючих множин в системах з iм-

пульсною дiєю. Одержанi результати дозволили довести iснування рiвномiрного

атрактору для iмпульсно-збуреного хвильового рiвняння та iмпульсно-збуреної

системи рiвнянь типу реакцiї-дифузiї без єдиностi. Також дослiджено асимпто-

тичну поведiнку систем типу реакцiя-дифузiя з нелокальним диференцiальним

оператором та стохастичними збуреннями, доведено iснування iнварiантних мiр

та збiжностi до стацiонарних станiв у випадку малих збурень.

– одержано результати щодо робастної стiйкостi глобальних атракторiв

нескiнченновимiрних систем вiдносно збурень. Описано та обгрунтовано загаль-

ний пiдхiд до робастної стiйкостi глобальних атракторiв компактних та асим-

птотично компактних збурених еволюцiййних систем в рамках теорiї стiйкостi

вiд входу до стану (ISS). Доведено властивостi локальної стiйкостi вiд входу до

стану (LISS) для глобального атрактору нелiнiйного хвильового рiвняння з ди-
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сипацiєю. Доведено властивiсть асимптотичного пiдсилення (AG) по вiдношен-

ню до зовнiшнiх збурень для дисипативної параболiчної системи типу реакцiя-

дифузiя без єдиностi. Доведено властивiсть ISS для атрактору змiшаної системи

PDE-ODE, що складається з параболiчної системи типу реакцiї-дифузiї та си-

стеми звичайних диференцiальних рiвнянь, що зазнають адитивних обмежених

збурень, та збурень через границю областi.
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ITo HW <1>81141743 «CTiifKiCTh Ta po6acTHiCTh aTpaKTopiB HeJIIHIHHMX 

HeCKiHqeHHOBMMipHHX CMCTeM», BMKOHaHOI B nepio,n: 3 26 JIMnH~ 2021 poKy no 15 
rpy,n:H~ 2021 poKy, po3po6rreHo: 

(1) .IJ:~ HeJiiHiHHMX HeCKiHqeHHOBMMipHHX CMCTeM 6yrrM BCTaHOBJieHi pe3yJinTaTM 

m:o.n:o cTiifKocTi no Bi,n:HoiiieHHIO .n:o 30BHiiiiHix 36ypeHh. EyrrM ,n:oBe,n:eHi TeopeMM 

npo JIOKaJihHY CTiHKiCTh Bi,n: BXO.IJ:Y ,n:o CTaHy (LISS) Ta npo aCMMnTOTllqHe 

ni,n:CMJieHH~ (AG) .IJ:JI~ KOMnaKTHMX Ta aCMMnTOTifqHo KOMnaKTHHX 36ypeHMX 
. . 

HeCKlHqeHHOBHMlpHHX CMCTeM; 

(2) .IJ:JI~ eBOJIIOIJ;iHHMX KepoBaHMX CMCTeM 3i 36ypeHH~MM B Koe<Pi::u;iE:HTaX 

o6rpyHTOBaHO MeTO.IJ:M no6y,n:OBM Ha6JIM)I(eHMX OnTMMaJibHMX KepyBaHb Ta 

Ha6JIM)I(eHOrO CMHTe3y. 

KoMicm B cKrra.n:i: 

roJIOBa KOMici'i: rorroBa BqeHOI Pa.n:M MexaHiKo-MareMa~oro <PaKYJibTery, 

,n:eKaH MeXaHiKO-MaTeMa~oro <PaKYJibTeT)', .IJ:OKTOp <Pi3.-MaT. HayK, .IJ:OIJ;eHT 

OKcaHa EE3YmAK, 

qJieHH KOMici'i: 

1. 3aBi,n:yBaq Ka<Pe,n:pH iHTerparrbHMX Ta .IJ:M<l.>epeH::u;iarrhHMX piBH~Hh, .IJ:OKTOp <lJi3.­

MaT. HayK, npo<iJecop, aKa,n:eMiK HAH YKpa'iHM MMKorra IIEPECTIOK 

2. 3aBi,n:yBaq Ka<Pe,n:pH TeopeTifqHOI Ta npHKJia.IJ:HOI MeXaHiKM, .IJ:OKTOp <1Ji3.-MaT. 

HayK, npo<iJecop, qrreH-Kop. HAH YKpa'iHM 5lpocrraB )l{YK • 

3. 3aCTynHMK ,n:eKaHa 3 HaBqaJibHOI po60TM, KaH,n:M,n:aT <Pi3.-MaT. HayK, .IJ:OIJ;eHT 

OrreKcill: XAPHTOHOB 
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Teopil ,Il;HcpepeHIJ;iaJihHMX piBIDIHh», 2 rO,IJ;., 3 Kypc 6aK., MaTeMaTMKa, 
Kacpe,IJ;pa iHTerparroHMX Ta ,Il;HcpepeHu;iarroHMX piBH51Hh, BMKJia,IJ;a"II rrpocp. 
KarrycT51H 0 .B., 
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MO,IJ;eJI5IX», 1 ro,IJ;., 2 Kypc Mar., MaTeMaTifKa, Kacpe,IJ;pa iHTerparroHMX Ta 
,IJ;HcpepeHu;iarroHMX piBH51Hh, BMKJia,IJ;a"II rrpocp. KarrycT51H O.B. 
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OKeana 6E3YIIJ;AK 
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rrpocpecop, aKa,IJ;eMiK HAH Y KpaiHM 
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3aBi,IJ;yBa"IJ Kacpe,Il;pH TeopeTMqHOl Ta IIpHKJia,IJ;HOl 
MeXaHiKM, ,IJ;OKTOp cpi3.-MaT. HayK, rrpocpecop, qJieH­
KOp. HAH YKpaiHM 
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cpi3.-MaT. HayK, ,IJ;OIJ;eHT 

• 


	Zvit+Dodtok1
	Titul
	Титул
	Zvit1

	Капустян_Акт впровадження у навч процес

